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S 11 m mal' y: To 80lve elastie bounda1'Y value problems, displace.n~ent fllnetions 01' stress 
fuuetions may be ?tsed. In the first case Ihe f!llfilr~ent 0/ the compatdnh.ty condttwn 1S se.cl/red 
beforehand by deriving the strain field from a dtsplacement, and lhe dtsJl/~cen~ent functzon 18 
atlapted afteru'aI'ds to the equilibriwn contlition; in the se~ond case the tien.mlu:1l of the stress 
(ield from stres8 !unctions gllarantees beforehand the flllfilment of the erll~dlbnllm condll/.oll, 
?chilst the compatibility condition is to be satisfied by 8ubsequent adaptatzon. Thr: topologl.ml 
properties of tlisplaeement fmlct;ons ha1:€ been l'epeatedly st-udietl trom a geometnc neU'polllt, 
espeeially in eonneetion u,ith disloeation theory; the paper presented couteaus a cor/',;s'pom/mg 
study tor stress tunetions from a statie vielcpoint. It i8 s7zown, that for Ihe rC]Jrcsentrtlnl!ly 0/ the 
e/a.stie field by stress/unctions in a 8pace tlomain devoid 0/ external foras ami sourcps 01 wtr'l'-
nal stress (shottly: "unperturbetl domain") the number of borde ring sur/aces plaY8 t}le SIlIllP 
role as does the connecfit,ity tor the representation by displacement j?mction8_ E8jlecially (l 
repre8entation by stress funetions is impossible in a mu/tiply bordered dOll/ain, il the e.rt~I'II!l1 
torces are not in eqllilibriu/rt on any single sur/ace; this applies, tor example, also for fhe/sola-
ted single lorce, whieh i8 10 be regarded as ihe limiting ease ot an aS8embly 0/ lorres on an 
infinitely sntall hole. The stress functions given for this ease in the IJlane and in spare IJrave 10 be 
ihe stress tunctions of astate ot internal stress, the sing?tlar stres8 sontees o/tvltich are heiug 
omitted in derit'illg the stress field; intentional introduetion of such "fietire extra stresses" ren-
ders possihle the collstrlletion 0/ mOfe soht/ions 01 this kind. FOT multiply ronneeted dOll/ains a 
r€latioll knOien tram the plane annular domain between the boundary conditions tor zero stress 
fUllctions and Ihe wnditions tor vanishing Vo!terra states 0/ distorsion is extended into spacr. 
As c1'Umples stres8 ;llnctions are set up for the single torce and a d01!ble torce lrith a mompnt 
ill the "pl:ercrd" tul/space,and Schaefer's stress functiolls for Ihe problems ot Bou8 s inesq 
al/d Cerutti on the half spaee are derivetl by a different method. 
l'bersicht: Zur Lösung elastischer Randwertprobleme kann man sich der Ver-
schiebungsfunktionen oder der Spannungsfunktionen bedienen. Im ersten Fall wird durch 
Abl<:,itung des Dehnungsfeldes aus einer Verschiebung die Erfüllung der Kompatibilitäts-
bedingung von vornherein gesichert und die Verschiebungsfunktion nachträglich der Gleich-
gewichtslwdingung angepaßt; im zweiten Fall geWährleistet die Ableitung des Spannungs-
feld('s aus Spallnungsfunktionen von vornherein die Erfüllung der Gleichgewichtsbedin-
gung, während die Kompatibilitätsbedingung durch nachträgliche Anpassung befriedigt 
werden muß. Die topologischen Eigenschaften der Verschiebungsfunktiollen sind nach 
geometrischen Gesichtspunkten schon mehrfach gründlich untersucht worden, besonders 
im Zusamm!,nhang mit der Theorie der Versetzungen; die vorliegende Arbeit enthält eine 
entsprechende rntersuchung nach statischen Gesichtspunkten für die Spannllngsfunktio-
lwn. Es prgibt sich, daß für die DarsteIlbarkeit des elastischen Feldps durch Spannungs-
funktl!Jllpll m emem von äußeren Kräftpn und Eigenspannungsquellcn freien (kurz: 
.,,;türungsfreien--) räumlichen Bereich die Zahl der hegrenzenden Oherflächen dieselbe Rolle 
spielt wie bei .der Darstellung durch Verschiebungsfunktionen die Zusallllllenhangszahl. 
I nsbpsond"re Ist eme Darst<>Uung durch Spannungsfunktionen beim mehrfach begrenzten 
B('f('wh unmöglich, wenn die äußeren Kräfte nicht an jeder Oberfläche für sich im Gleich-
gewicht sind, also z. B. auch für die als Grenzfall eines Kräftesvstellls am unendlich kleinen 
Hohlraum aufznfassende isolierte Einzelkraft_ Die für diesen Fall in der Ebene und im 
~allm angegebenen Spannungsfunktionen erweisen sich als Spannungsfunktionen eines 
ElgPllspanllllllgszust:1lldes, dessen singuläre Eigenspannungsquellen bei der Ableitung des 
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t-ipannungsfeldes ausgespart werden; die bewußte Einführung solcher "fiktiver Extra-
spannungen" ermöglicht die Konstruktion weiterer derartiger Lösungen. Bei mehrfach 
zusammenhängenden Bereichen wird eine vom ebenen Ringgebiet bekannte Beziehung 
zwischen den Randbedingungen für die Xullspannungsfunktionen und den Bedingungen 
für das Verschwinden eines Volterraschen Distorsionszushndes ins Räumliche erweitert. 
Als Beispiele werden Spannungsfunktionen für die Einzelkraft und eine Doppelkraft mit 
Moment im "angebohrten" Vollraum aufgestellt und die Schae/ersehen Spannungsfllnk-
tionen für die Probleme von Boussinesq und Cerutti am Halbraum auf anderem "·ege 
abgeleitet. 
1. Einleitung. Topologisehe Grundbegriffe 
a) Problemstellung· lind Schreibweisen 
Ziel dieser Arbeit ist die Gegenüberstellung der topologischen Eigenschaften 
der Lösung elastischer Probleme durch Spannungsfunktionen und Yerschie-
bungsfunktionen, wie sie sich in allgemeingültiger Form unmittelbar aus der 
Geometrie und aus der Statik des allgemeinen elastischen Kontinuums ergcbell. 
"Tir betrachten die Lösung in einem zusammenhängenden räumlicht:'ll Gebiet 
des Kontinuums, in dessen Innern weder äußere Kräfte angreifen noch irgend-
welche Eigenspannungsquellen [2, 30, 31] liegen. Im übrigen mögen die elasti-
schen Eigenschaften in diesem Gebiet beliebig anisotrop und yon Ort zu Ort 
yeränderlich sein; es wird nur yorausgesetzt, daß die quadratische Form der 
elastischen Energie darin überall positiv definit sei. Ein solches Gebiet und die 
elastischen Spannungs- und Dehnungsfelder in seinem Innern soll "störungs-
frei" genannt werden*). Spezielle Lösungen in speziellen Koordinatensystemen 
treten in diesem Zusammenhang in den Hintergrund und werden nur als Bei-
spiele behandelt. Deshalb wird hier für die Yektor- und Tensorgleichungen 
meist die koordinatenfreie symbolische Schreibweise [9] yerwendet, welche 
derartigen LTntersuchungen am besten angepaßt erscheint**). 
Im einzelnen werden 'Tektoren durch deutsche Buchstaben oder durch t'ber-
streichen mit einem Pfeil bezeichnet, Tensoren 2. Stufe durch unterstriehene 
griechische Buehstaben. Dazu kommen noch die Tensoren 4. Stufe c und 8 der 
Elastizitätskonstanten bzw. Elastizitätskoeffizienten und rler Einh~tstenRor I 
der 2. Stufe. In rechtwinkligen Kartesischen Koordinaten mit Summatiolls-
yereinbarung berleuten 
das skalare Produkt der Vektoren 
Cl = ((li) und b c=c (bi) 
Cl X b = (Eijk(ljbk) daR vektorielle Produkt 
Cl b == (rli bj) das dyadische Produkt 
den zu ~ == (ßij) transponierten Tensor 
das doppelt skalare Produkt. (1.1 ) 
*) 11it den an anderer Stelle und in anderem Zllsaml11ellhan~ dp~illierlell hewqr1ieJH'n 
Störungen [:3:3, :34J hat diese Bezeichnung nichts zn tun. . 
**) Löslln~en für das isotrope }Iedium in allgemeinen Koordinaten finden sieh bei 
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I als Index kennzeichnet den ersten Skalar eines Tensors. Die Stpllung des 
symbolischen v -Vektors in der Formel wird durch die Regeln der Vektormulti-
plikation bestimmt; differenziert werden dabei ohne Rücksicht auf die Reihen-
folge sämtliche Glieder desselben skalaren, vektoriellen oder dyadisc?en P.r0 -
duktes einschließlich untergeordneter Klammern. Dagegen unterbncht eme 
übergeordnete Klammer oder das Zeichen der doppelt-skalaren Multiplikation 
die differenzierende Wirkung, soweit nicht durch Pfeilverbindung eine Abwei· 
chung von dieser Regel kenntlich gemacht wird. Auch dann, wenn ein einzelner 
zu differenzierender Faktor durch einen senkrechten Pfeil markiert ist, soll die 
Differentiation der anderen Faktoren unterbleiben. 
Über die analytische Natur der auftretenden Funktionen soll nur vorausge-
setzt werden, daß sie eindeutig und bis auf isolierte Ausnahmestellen genügend 
oft differenzierbar seien, und daß die Ausnahmestellen so beschaffen sein sollen, 
daß man sie durch differenzierbare Funktionen beliebig gut annähern kann. Das 
heißt, es sind insbesondere auch isolierte SprungsteIlen, Einfach- und Doppclbele-
gungen usw. zugelassen, zu deren exakter analytischer Behandlung Schwartz 
[28J in der Theorie der Distributionen die Grundlagen geschaffen hat. Zwischen 
der Differentiation "guter" Funktionen und den entsprechenden Operationen 
an Distributionen wird im folgenden nicht unterschieden; es ist selbstverständ-
lich, daß die Zulässigkeit dieser Operation in jedem Einzelfall noch besonders 
zu prüfen ist*). Entsprechende Voraussetzungen sollen auch für die Begren-
zungsflächen des räumlichen Bereichs gelten [36]. 
Über die physikalische Ursache der Spannungen in dem betrachteten räum-
lichen Bereich wird - außer der Einschränkung auf statische Probleme -
nichts vorausgesetzt. Die Begrenzung des störungsfreien Bereichs kann mit der 
Oberfläche eines elastischen Körpers identisch sein; ebensogut kann es sich 
aber auch um einen störungsfreien Ausschnitt aus einem größeren oder sogar 
unendlichen elastischen Körper handeln. Die Spannungen im betrachteten Be-
reich können als Lastspannungen von äußeren Kräften oder auch als Eigen-
spannungen von Eigenspannungsquellen in anderen Teilen des Körpers her-
rühren. 
b) Spannungslunktionen und Vektorpotential 
Die nacheinander von Gwyther, Finzi [27] und Krutkow [29J unabhängig 
gefundene Ablei~ung des Spannungsfeldes ~ (r) aus einem symmetrischen 
SpannungsfunktIOnentensor ~ (r) (r ist der Ortsvektor) 
~=vX~Xv""Ink~ 
sichert die Erfüllung der Gleichgewichtsbedingung 
v 'a ""Diva= 0 
(1.2) 
(1.3) 
*l. Eine an.dere Meth~e zur Behandlung topologischer Fragen geht von den Eigenschaf-
ten erner speZIellen Fu?-ktJo~enkla.sse aus (Slobodian8kii [32)). Dieser Weg führt zu weiter-geh~nden Aussagen b~1 speZIellen Lösungstypen, ist aber weniger allgemein und läßt die 
BezIehungen zur StatIk und Geometrie weniger deutlich hervortreten. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00047376
Topologische Fragen in der Theorie der Spannungsfunktionen 7 
bei Abwesenheit äußerer Kräfte im ganzen Gültigkeitsbereich von (1.2)*). 
Falls nun die Oberfläche dieses räumlichen Bereichs nicht schon mit der Ober-
fläche des elastischen Gesamtkörpers identisch ist, denke man sich den Bereich 
herausgeschnitten und auf der neuen Oberfläche die zur Aufrechterhaltung des 
Gleichgewichts erforderlichen Kräfte angebracht. Dann gilt für die Kraft dP 
auf ein durch den senkrecht nach außen zeigenden Vektor df dargestelltes 
infinitesimales Flächenstück 
(1.4) 
und nach Stokes für die Kraft P auf ein endliches, einfach berandetes und 
einfach zusammenhängendes Stück der Oberfläche 
(1.5) 
Nun ergibt sich nach einer bekannten Schlußweise der Vektoranalysis das 
Verschwinden der Gesamtkraft auf eine einfach zusammenhängende Ober-
fläche, wenn man den Integrationsumlauf auf einen regulären Punkt der Ober-
fläche zusammenziehen kann, in dem auch die Spannungsfunktionen differen-
zierbar sind. Ein solcher Punkt muß aber nach unseren Voraussetzungen stets 
existieren. Bei mehrfach zusammenhängenden Oberflächen benützt man die 
Möglichkeit, mit Hilfe der kanonischen Zerschneidung die ganze Oberfläche in 
ein einfach berandetes, einfach zusammenhängendes Flächenstück zu verwan-
deln [4]. Bildet man nun das Umlaufintegral über diesen Rand, so wird die 
Schnittkurve nacheinander in verschiedener Richtung durchlaufen (vgl. z. B. 
Abb. 8a, S. 29); das Umlaufintegral muß also unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen über die Differenzierbarkeit auf der Schnittkurve verschwinden. Die 
Resultierende aller Kräfte auf eine Begrenzungsfläche ist somit bei Gültigkeit 
von (1.2) Null, unabhängig von der Zusammenhangszahl der Begrenzungsfläche. 
Für das Moment der an einem einfach berandeten und einfach zusammen-
hängenden Teilstück der Oberfläche angreifenden Kräfte gilt nach Peretti [22] 
und Günther [13] 
"fl = - S df· (v X ~ X v) X (r - '0) 
= - f dr' {~+ (K X v) X (t - rol) (1.6) 
wobei r o der Ortsvektor des beliebig gewählten, festen Momentenbezugspunktes 
ist. Daraus folgt mit derselben Argumentation wie oben das Verschwinden des 
resultierenden Momentes, insgesamt also das Verschwinden der resultierenden 
Dyname an jeder geschlossenen Oberfläche eines räumlichen Bereichs, in wel-
chem (1.2) gilt. M. a. W.: Ein durch (1.2) darstellbares Spannungsfeld kann 
keine resultierende Kraft und kein resultierendes Moment zwischen zwei ge-
trennten, in sich geschlossenen Oberflächen desselben elastischen Körpers 
übertragen. 
*) Zur Einführung der Differentialoperatoren Ink, Def, Div und Rot vgl. Kröner [2]. 
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Das Analogon in der Theorie der Vektorfelder bildet der Cjll.dlenfl'pil' :-;t~·ö. 
mungsvektor \) (r) einer inkompressibl~n Flüssigkeit, we~.ch('r Rleh Iwkannthch 
[35] stets als Rotor eines VektorpotentIals ~ darstellen laßt: 
I)=V xcn. (1.7) 
Hier gilt für jede geschlossene Oberfläche unabhängig von der Zusammen· 
hangszahl (1.8) 
Das heißt, die Ergiebigkeit aller von einer geschlossenen Oberfläche umgelwllcn 
Quellen muß .-erschwinden, und es kann durc~ ein nach (1.~) darstellbares 
Strömungsfeld zwar Flüssigkeit zwischen :'ersehl~de~en Ob~Tf~ach~'n dPHspllwn 
räumlichen Bereichs ausgetauscht, aber kell1e zusatzhche Flnsfllgkeltsmpngc zu· 
oder abgeführt werden. . . 
Das entscheidende topologische Kriterium für (1.2) und (1.7) lRt ah;o d~e 
Anzahl der begrenzenden Oberflächen eines räumlichen Bereichs, unabhängIg 
von der Zusammenhangszahl. 
e) Yersehiebungsfunktionen und Potential 
Bekanntlich [1,9,26] wird durch die Ableitung der (elastischen) Dehnung 
~ aus dem Verschiebungsvektor u (t) durch 
1 ~=2(Vu+uv):=cDefu (Ul) 
die Erfüllung der Kompatibilitätsbedingungen 
~ = Ink ~ == v X ~ X V = 0 (1.10) 
gewährleistet*), ähnlich wie in der Theorie der Vektorfelder der Ansatz 
I) = v V (1.11) 
die Wirbelfreiheit 
(1.12) 
sichert [9,15,35]. Nun gewährleistet umgekehrt die Erfüllung von (1.12) nur 
im einfach zusammenhängenden Bereich die Erfüllung .-on (1.11), während im 
mehrfach zusammenhängenden Bereich das Potential V u. U. mehrwertig, d. h. 
nicht in physikalisch sinnvoller Weise definierbar sein kann. Die Anzahl der 
begrenzenden Oberflächen spielt keine Rolle bei dem topologisch entscheiden· 
den Beweisschritt, nämlich dem Aufspannen einer einfach zusammenhängenden 
Fläche ganz im Innern über dem betrachteten Integrationsmillauf; bei ein· 
fachem Zusammenhang kann man (ygI. Abb. 2) stets sämtliche Begrenzungs· 
flächen umgehen und das Außengebiet vermeiden, während dies bei mehr· . 
fachem Zusammenhang nicht für jede geschlossene Kurve möglich ist (Abb. 1). 
Entsprechendes gilt für Dehnung und Verschiebung [1,2,3,6,8,21, 30, 31, 
131 u. a. Die Gleichung (1.10) gewährleistet nur für einfach zusammenhängende 
Bereiche die Existenz einer eindeutigen, also physikalisch sinnvollen und ohne 
.. *) Die Cnter:>cheidung zwischen elastischer, Gesamt· und Extradehnung [5, 6, 7] ent-
fallt -. bIS auf dw no?h zu ~espre('henden Au~nahmen - im störungsfreien Bereich. Daher 
kann dIe besondere KennzeiChnung der elastischen Dehnung vorläufig unterbleiben. 
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Schnittoperationen realisierbaren Verschiebung. Das entscheidende topolo-
gis ehe Kriterium für (l.9) und (l.U) ist also die Zusammenhangszahl des räum-
lichen Bereichs, unabhängig von der Anzahl der begrenzenden Oberflächen. 
d) Topologische Grundbegriffe und Grundoperationen 
Die für das vorliegende Problem wesentlichen topologischen Kennzeichen 
eines begrenzten oder auch ins Unendliche erstreckten räumlichen Bereichs 
sind nach dem Obigen die Zusammenhangszahl und die Begrenzungszahl. Ein-
fach zusammenhängend und einfach begrenzt soll ein räumlicher Bereich hei-
ßen, wenn man jede beliebige geschlossene Kurve des Außengebiets auf einen 
Punkt zusammenziehen kann, ohne das Innengebiet zu durchschneiden, und 
wenn sich gleichzeitig zwei beliebige Punkte des Außengebiets in einen einzigen 
Punkt zusammenschieben lassen, ohne dabei das Innengebiet zu durchstoßen. 
Als Zusammenhangszahl eines beliebigen räumlichen Bereichs definieren 
wir die um eins vermehrte Anzahl geschlossener Kurven (" Umläufe·') im Außen-
gebiet, die sich 01me eine Durchschneidung des Innengebiets weder mit einer 
anderen geschlossenen Kurve zusammenschieben noch auf einfachere Umläufe 
aufteilen oder auf einen Punkt zusammenziehen lassen ("irreduzible Umläufe"). 
Als Beispiel eines z,yeifach zusammenhängenden Bereichs ist in Abb. 1 der Voll-
Abb.1. Zweifach zusammenhiingender Bf'reich mit 
zwei geschlossenen KunTen Illl Außenraum 
Ahb. 2. Zweifarh b<,grenzter Bereich mit zwei 
Punkten im Außeuraum (Querschnitt) 
Torus gezeichnet. 'Vie man durch Vergleich mit der Topologie geschlossener 
Flächen [4, 37] erkennt, wird ein einfach begrenzter, (1/ -:-1 )-fach zusammen-
hängender räumlicher Bereich von einer Fläche vom Geschlecht n und der 
Zusammenhangszahl 2n+ 1 begrenzt ("Brezel"): die Zusammenhangszahl des 
Innengebiets ist gleich der des Außengebiets, im Beispiel Y<Jll Abb. 1 also gleich 
der des "unbegrenzten'· unendlichen l\Iediums mit Hohltorus. 
Als Begrenzungszahl eines beliebigen räumlichen Bereichs definieren wir die 
Anzahl von Punkten im Außengebiet, die sich nicht in einen einzigen Punkt 
zusammenschieben lassen, ohne daß dabei das Innengebiet durchstoßen wird. 
Als Beispiel ist in Abb. 2 ein zweifach begrenzter Bereich gezeichnet: er ist 
offensichtlich nach obiger Definition einfach zusammenhängend, denn sämtliche 
geschlossenen Kurven im Außen- und auch im Innengebiet lassen sich auf einen 
Punkt zusammenziehen. Offenbar ist die Begrenzungszahl auch gleich der 
Zahl der bC'grC'nzenden geschlossenC'n Oberflächen. Eine Vertauschung von 
Außen- und Innengebiet ist aber in diesem Fall nicht möglich, da für eine sinn-
volle Anwendung das Innengebiet zusammenhängend sein muß in dem Sinne, 
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daß zwei beliebige Punkte des Innengebiets ineinander überführbar sein 
müssen auf einem Weg, der ganz im Innengebiet verläuft*). 
Mehrfacher Zusammenhang und mehrfache Begrenzung können am seI ben 
räumlichen Bereich gleichzeitig auftreten, wie die Beispiele der Abb. 3 und 4 
zeigen. Abb. 3 a gibt außerdem ein für die Anwendungen besser geeignetes t~po­
logisches Bild des unendlichen Mediums mit Hohltorus, denn das unendlIche 
elastische Medium tritt dort meist als Grenzfall des Innengebiets einer sehr 
großen, einfach zusammenhängenden Oberfläche auf**). Die Zusammen-
Abb. 3a. Zweifach begrenzter und zweifach 
zusammenhängender Bf'reich (Querschnitt) 
Abb. 3b. Zweifach zm;ammenhiing8lHler nnd 
zweifach begrenzter llercich (Quer.chnitt) 
hangszahlen der einzelnen Begrenzungsflächen am seI ben Bereich sind offenbar 
voneinander unabhängig. Zur Bestimmung der Begrenzungszahl hat man ein-
fach die geschlossenen Begrenzungsflächen abzuzählen, und zur Bestimmung 
der Zusammenhangszahl des ganzen Bereichs sind die Geschlechter der ein-
zelnen Begrenzungsflächen zu addieren und das Ergebnis um Eins zu vermehre!l. 
a) 
Abb. 4. "'"eitere Beispiele für mehrfache Begrenzung und mehrfachen Zusamnlenhang am seIhen Bereich 
a, b) Zweifach begrenzt, dreifach zusammenhängend 
c) Dreifach begrenzt, dreifach zusammenhängend 
*) Die Unterscheidung ~wische,: meh,~ach zusammenhängenden ("cyklischen") und 
mehrfach begrenzten ("penphraktlSchen ) Bereichen findet sich bereits bei Maxwell ([44], S. 18). 
**) Dies entspricht der topologischen Struktur des metrischen Raums ([4], S. 262). 
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Zur Verminderung der Begrenzungszahl hat man den Bereich aufzubohren 
und von einer Begrenzungsfläche zur anderen "Verbindungsschläuche" zu 
ziehen; für die Reduktion auf einfache Begrenzung sind bei p-fach begrenztem 
Bereich offenbar p-1 Verbindungsschläuche erforderlich, unabhängig vom Zu-
sammenhang der einzelnen Oberflächen. Zieht man nicht mehr als diese un-
bedingt notwendigen Verbindungsschläuche ein, so wird dadurch die Zusam-
menhangszahl nicht verändert; denn die alten irreduziblen Umläufe bleiben 
bestehen, und ein neuer könnte erst durch einen überzähligen Verbindungs-
schlauch eingeführt werden, der zwei bereits miteinander verbundene Grenz-
flächen noch einmal miteinander verbindet. Die geometrische Form der Ver-
bindungsschläuche ist in weiten Grenzen beliebig; sie können, wie in Abb. 5, 
über einer singulären Fläche oder auch über einer singulären Linie zusammen-
gezogen werden. 
Hat man durch die Verbindungsschläuche die Begrenzungszahl des räumli-
chen Bereichs auf Eins reduziert, so entspricht seine Begrenzung topologisch 
einer Brezel vom Geschlecht n und dem Zusammenhang 2n+ 1, wo n die Summe 
A.biJ. 5. Zweifach brgrpnztef Bereich mit 
ahgf'flarhtem \rerbindung~s('hlauch 
Ahb. 6. Zweifach ztlsammenhiingrndf'f 
Bereich mit Trennfläche 
der Geschlechter der ursprünglichen Begrenzungsflächen ist; der räumliche 
Bereich ist dann nach unserer Definition (n+1)-fach zusammenhängend. Er 
wird auf einfachen Zusammenhang reduziert durch n einfach zusammenhän-
gende Trennfläehen, welche über den irreduziblen Umläufen im Außengebiet 
aufgespannt werden, wie das Abb. 6 am Beispiel des Torus zeigt, und wie es 
auch aus der unter e) zitierten Literatur bekannt ist. Auch an den Beispielen 
von Abb. 3 und 4 ist nach dieser Vorschrift die Reduktion auf einfachen Zusam-
menhang und einfache Begrenzung leicht auszuführen; eine Erweiterung auf 
beliebig hohe Zusammenhangs- und Begrenzungszahl erscheint danach ohne 
weiteres möglich. 
Die Bedeutung dieser topologischen Grundoperationen ist nach b) und c) 
einleuchtend. Für ein im gegebenen räumlichen Bereich quellen- und wirbel-
freies Vektorfeld können bei mehrfachem Zusammenhang Wirbellinien im 
Außenraum die Ableitung aus einem Potential und bei mehrfaeher Begrenzung 
nichtyersehwindende Gesamtergiebigkeit der Quellen in einzelnen Teilen des 
Außenraums die Ableitung aus einem Vektorpotential unmöglich machen. 
Erst durch Reduktion auf einfachen Zusammenhang und einfache Begrenzung 
wird gleichzeitig die Ableitung aus einem Potential und aus einem Vektorpo-
tential wenigstens in formaler 'Weise möglich. Entsprechendes gilt für ein im 
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gegebenen räumlichen Bereich störungsfreies Spannungs- und 1)ehn\lng,;fe~(l. 
Bei mehrfachem Zusammenhang können Versetzungslinien 1. und 2. Art Im 
Außenraum die Ableitung aus Yerschiebungsfunktionen und l:ei. mel.lrfadlt'r 
Begrenzung Kräftesysteme mit nicht verschwindender D.vn~me III elllzelI~en 
Teilen des Außengebiets die Ableitung aus SpannungsfunktIOnen lln~lOglIch 
machen. Erst durch Reduktion auf einfachen Zusammenhang und elllfache 
Begrenzung wird gleichzeitig die Ableitung aus YerschiebungsfllnktiOlll'n und 
aus Spannungsfunktionen wenigstens in formaler 'Veise möglich. 
Die folgenden Abschnitte befassen sich mit Erläuterung, Be\\"f'iH uml All-
wendung dieser Sätze. 
2. Verschiebungsfunktionen und Spannungsfunktionen im ('infach ZlisamnH'n-
hängenden und einfach begrenzten B('reich 
Aus der vorausgesetzten Existenz eines störungsfreien Spannll ngR- und 
Dehnungsfeldes wird seine Eindeutigkeit in bezug auf RalHhn'rtproblenw und 
die Existenz im wesentlichen eindeutiger Spannungs- und Vers('hi('hullgHfllnk-
tionen abgeleitet. Das Ergebnis wird mit bekannten Sätzen aUH dpr Theorie 
der Yektorfelder verglichen. 
a) hrsehiebungsfunktioneu und Potential 
Mit dem Ansatz (1.9) für die elastische Dehnung ist die Kompatihilitäts-
bedingung erfüllt; zur Erfüllung der Gleichgewichtshedingllng (1.:3) durch die 
nach dem Hookeschen Gesetz aus der Dehnung zu berechnende Spannung 
(2.1) 
muß die Verschiebung u der Differentialgleichung 
genügen. 
Div (~ .. Def u) = 0 (2.2) 
Wir beweisen die Eindeutigkeit von e = Def u gleich mit Einschluß des 
Falles, daß die Oberfläche des störungsfreien Bereiches nicht die Oberfläche des 
elastischen Körpers ist, sondern daß die Kräfte auf den störunrrsfreien Bereich 
über andere, durch Eigenspannungsquellen oder äußere Kräft~ gestörte Teile 
des Gesamtkörpers übertragen werden. Schließen wir instabile Fälle aus, so gilt 
an der Bereichsoberfläche mit dem nach außen zeigenden Xormaleneinheits-
vektor n als Gleichgewichtsbedingung die lineare Funktionalbeziehung 
1)0 -gi Q (r, r')· u (r') d j' - n . (~ .. Def u) = 0, 




yorausgesetzt wird. Das Gleichheitszeichen soll nur dann gelten wenn an jeder 
Ste!le der Integrationsfläche entweder der Tensor 2. Stufe C (r, r',) oder der Ver-
schIcbungs.yektor u y~r~ch\~indet oder, falls der Restkörper nicht an irgendei-
ne.r Stel.le 1m Raum fIXIert 1st, wenn das Yerschiebungsfeld u (t) auf der Ober-
flache emer starren Bewegung entspricht. 
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vVir berechnen nun nach dem Gaussschen Satz 
} ~ u' Div (~ .. Def u) d T + }~ dfu' {<:Po - ~Q.(r, r')· u (r') df' - n·(~·· Defu)} 
= } ~ df <:Po' u - }~ ~ u, (r) . Q (r, r') . u (r') df df' (2.3) 
- } \ Def u .. !? .. Def u d T . 
~ J 
Hier verschwindet die linke Seite nach (2.2) und (2.2a); auf der rechten Seite 
kann das doppelte Flächenintegralnach (2.2b) nicht negativ werden, und das 
Volumenintegral ist endlich und positiv, wo nicht Defu überhaupt wrschwindet. 
Setzt man nun in (2.3) an Stelle von u die Differenz u- zweier Lösungen mit 
derselben Oberflächen-Kraftdichte ~o ein, so verschwindet auf der rechten 
Seite das erste Integral nach (2.2a). Also muß auch im Innern des Bereichs 
Def u- verschwinden, und es muß auf der Oberfläche für u- wenigstens eine der 
Bedingungen erfüllt sein, unter denen in (2.2 b) das Gleichheitszeichen gilt, w. z. 
b. w.Die übliche Randwertaufgabe "Oberflächenkräfte gegeben" ist für C (r, r') 
= 0 in diesem Beweis mit enthalten; die Erweiterung auf den Fall an der gan-
zen Oberfläche gegebener Verschiebungen ist trivial, und schließlich läßt sich 
der Beweis auch ohne Schwierigkeiten auf den Fall ausdehnen, daß in endlich 
vielen Teilflächen der Gesamtoberfläche entweder die Verschiebungen gegeben 
sind oder eine Randbedingung vom Typ (2.2a) gilt (vgl. [1]. S. 170). 
Verschwindet aber die Differenz Def u -, so muß auch der Differenzvektor u-
selbst bis auf eine starre Bewegung verschwinden, denn es gilt nach Cesaro 
([1], S. 222) 
f 
+ f dr' . {Def u- (r') + [Def u- (r') X '7 '] X (r' - r) } (2.4) 
f, 
('7' bedeutet Differentation nach der Integrationsveränderlichen r'). Hier 
verschwindet der Integrand und damit das Integral, und es bleiben nur die 
Glieder vor dem Integral, die eine für die elastische Dehnung bedeutungslose 
starre Bewegung darstellen. Die Eindeutigkeit der Lösung u von (2.2) bezüglich 
des Randwertproblems bis auf eine starre Bewegung ist damit bewiesen. 
Die räumliche Eindeutigkeit folgt aus dem Verschwinden der Inkompatibili-
tät'YJ (2.2). Zum Beweis setzen wir in die Formel '-Oll Cesaro (vgl. (2.4)) die 
elastische Dehnung E ein und lassen die belanglosen Glieder vor dem Integral 
,,'eg. Dann erhalten ,,,ir den Verschiebungsvektor 
f 
U (r) = f dr'· {~(r') + (~(r') X v') (r' -r)} (2.;")) 
f, 
genau dann als existent und räumlich eindeutig, wenn jedes l'mlaufintegral 
(2.5) mit ro = r im störungsfreien Bereich wl'schwindet. Jedes solche l'mlauf-
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integral läßt sich aber nach dem Stokessehen Satz III ein Fliiehcnintegral 
wrwandeln; liegt r auf dem Umlauf, so wird 
b (r) = f dr' . {~(r') + (~(r') X v') X (r' - r)} 
I '+' -W, 
= J df'· {v' X ~ (r') + (v' X 1 (r') X (') X (r - r)} (2.ß) 
und nach einer im Anhang ausgeführten Umrechnung 
b (r) = f d f' . !z(r') X (r' - r) . (2.7) 
Nun läßt sich aber im einfach zusammenhängenden störungsfreien Bereich jede 
geschlossene Kurve mit einer ganz im Innern gelegenen einfach zusammenhän-
genden Fläche überspannen, und da dort gemäß (1.10) "fl verschwindet, muß 
auch 0 (t) verseh\\inden. Die räumliche Eindeutigkeit von 11 ist damit gewähr-
leistet, w. z. b. w. 
Anschaulich bedeutet die Voraussetzung (1.10), daß im Iunern des störungs-
freien Bereichs höchstens Versetzungsverteilungen nach Art der spannungs-
freien N yeschen Strukturkrümmungen vorkommen dürfen, an singulären 
Versetzungsbelegungen also nur Kleinwinkel-Korngrenzen 1. und 2. Art mit 
kristallographischen oder mit Quasi-Versetzungen [2, 31]*). In solchen Fällen 
bedeutet u nicht mehr die Gesamtverschiebung, sondern nur den Beitrag der 
elastischen Dehnung zum Verschiebungsfeld. 
Der analoge Fall in der Theorie der Vektorfelder, nämlich der Gradienten-
vektor, ist allgemein bekannt, so daß wir auf eine besondere Darstellung ver-
zichten können. 
b) Spannungsfunktionen und Vektorpotential 
~1it dem Ansatz (1.2) für die (Gesamt-)Spannung ist die Gleichgewichts-
bedingung (1.3) erfüllt; zur Erfüllung der Kom pati bilitä ts bedingung ( 1.10) durch 
die nach dem Hookeschen Gesetz aus der Spannung zu berechnende Dehnung 
(2.9) 
muß der Spannungsfunktionentensor .1. der Differentialgleichung 
(2.10) 
genügen. Nun folgt die Eindeutigkeit von (J = InkX bereits aus der eben be-
wiesenen Eindeutigkeit von e = Def u; trotzdem führen wir den Beweis für den 
Fall gegebener Oberflächenkräfte noch einmal gesondert durch, da die hierbei 
eingeführten Formeln und Begriffe an anderer Stelle wieder benötigt werden. 
*) Solche Versetzungsverteilungen .werden hier also - im Gegensatz zu den weiter-
g.ehenden Fragestellungen der Theone des C088eratschen Kontinuums bzw. der Kon-
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W'ir formen durch zweimalige Anwendung des Gaussschen Satzes um: 
~\ X"[Ink(:!"Inkx)]dT 2 j - -
=~~K"[df X (~"InkK) X '7] 
- ~~ (K X '7) .. [(~ .. InkK) X df] 
+ ~~InkK··!.··InkKdT (2.11) 
Die linke Seite verschwindet wegen (2.10), während auf der rechten Seite der 
Integrand des Volumenintegrals positiv und endlich ist, wo (J' nicht ganz ver-
schwindet. -
Zur Untersuchung der Oberflächenintegrale knüpfen ,,:ir an die statische 
Deutung der Spannungsfunktionen X und X X '7 an, welche nach Schaefer [10] 
aufzufassen sind als Schnittmomente und Schnittkräfte am Schnitt mit 
dem vektoriellen Element dr in einer an die Stelle der Bereichsoberfläche 
gesetzten biegesteifen "Krustenschale" . Daraus ergibt sich auch zwanglos eine 
anschauliche Deutung der Formeln (1.5) und (1.6) von Peretti und Günther. 
Nun sei X- die Differenz zweier Lösungen desselben Randwertproblems mit 
gegebenen Oberflächenkräften. Aus der Form von (1.5) und dem analogen 
Aufbau der Gleichungen (1.6) und (2.6-7) darf man nun schließen, daß es für 
das Verschwinden der Differenz-Oberflächenkräfte notwendig und hinreichend 
sein muß, daß sich K- auf der Oberfläche, soweit das statisch erforderlich ist*), 
*) Das bedeutet Einschränkung auf die Komponenten und Ableitungen, die in (1.5) und 
(1.6) auftreten. Andere Teile des Spannungsfunktionentensors kommen - außerhalb des 
Dehnungsgliedes 8 •• Ink X - ersichtlich auch nicht in den Oberflächenintegralen von (2.11) 
usw. vor. Im einzelnen bedeutet dies, daß nur die \Yerte von 
n X X (2.11a) 
auf der Oberfläche durch die Statik bestimmt sind. Die durch die Statik bestimmten Ab-
leitungen erhält man aus 
(2.11b) 
Eine wesentliche Vereinfachung ergibt sich für ebene Grenzflächen durch die identische 
Umformung (es wird ausschließlich:{ differenziert) 
v = V· n n - (v X n) X n. 
Daraus folgt nach kurzer Rechnung 
n X K X '17= n X K X n n· '17+ n X K' (n X v) n - n X K' n V X n. 
Hier sind alle Glieder bis auf das erste bereits mit den Randbedingungen für (2. II a) ab-
gegolten; nur die Xormalenableitungen für einen Ausschnitt 
(2.11b') 
sind also durch die Statik der Oberfläche bestimmt. \Yir werden die Bedingungen für 
(2.11a-b) als "statische Randbedingungen" bezeichnen. Hinzu kommt noch die Symme-
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mitsamt seinen ersten Normalableitungen wie ein Deformator yerhält, so daß 
man schreiben kann 
x- = } ('7 'll- + Ql- '7) 
wobei 9{ - auf der Oberfläche eindeutig durch 




bestimmt ist. Die Normalableitungen kommen durch das letzte Glied von (1.6) 
mit ins Spiel. Nach (1.9) kann man auf der Oberfläche außerdem setzen 
1 ~"Ink[=2('7 u-+u-\7). (2.1a) 
Nun integriert man die Ausdrücke unter den Oberflächenintegralcll yon (2.11) 
über einen einfach zusammenhängenden Teil der Oberfläche und findet nach 
einer im Anhang ausgeführten Umrechnung 
} ~:c· [df X (~ •. Ink~-) X '7] 
- } ~ (~- X '7) .. [(~ . ·Ink ~-) X d f] 
= ~ ~ dl;'{ - 2 (Def'll-)· (\7 X u-) + 2 (Defu-)' ('7 X Q[-) 
+ ('7 x 'll-) x ('7 x u-)}. (2.14) 
Da man den Integrationsumlauf auf einer einfach zusammenhängenden Ober-
fläche stets auf einen Punkt zusammenziehen kann, folgt daraus das Verschwin-
den der Oberflächenintegrale in (2.11) und damit die Eindeutigkeit des Span-
nungsfeldes ~ = Ink~ für die yorgelegte Randwertaufgabe. 
Daß auch X selbst bis auf einen belanglosen Deformator eindeutig bestimmt 
ist, erkennt man durch eine 'Wiederholung derselben Schlußweise mit dem 
speziellen Tensor 
(2.10) 
mit welchem (2.10) in die bei verschwindendem ~- sicher gültige Gleichung 
Ink Ink ~- = 0 (2.16) 




Die Erfüllung der Nebenbedingung (2.17) kann über die Randbeclingungen ge-
währleistet werden; wegen a- = 0 kann;c auf der Oberfläche nur einem Defor-
mator entsprechen, dessen-Verschwinden mitsamt seinen Normalableitungen 
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die Erfüllung von (2.17) sichert. Damit verschwindet aber auch die ganze Span-
nungsfunktion x- samt Normalableitungen auf der Oberfläche, und es bleibt 
in kartesischen -Koordinaten das homogene biharmonische Randwertproblem, 
dessen einzige Lösung bekanntlich Null ist. 
Bevor wir nun zum Existenzbeweis für den Spannungsfunktionentensor 
übergehen, führen wir zunächst die analoge Aufgabe in der Theorie der Vektor-
felder aus, nämlich den Existenzbeweis für das Vektorpotential eines quellen-
freien Vektorfeldes tl, und zwar durch Konstruktion eines solchen Vektorpoten-
tials. Da sich die Operation "rot" nun in keiner "Weise als Gradientenbildung 
darstellen läßt, ist eine Darstellbarkeit des Yektorpotentials als vom \Vege 
unabhängiges Linienintegral von vornherein nicht zu erwarten. Sie ist in der 
Form von Linienintegralen höchstens dann möglich, wenn zu jedem Punkt 
auch der Integrationsweg eindeutig festgelegt ist (vgI. Aufg. 15, S. 109 bei 
Phillips [35J). Dadurch ist man aber von der Form des Bereiches abhängig, da 
diese 'Wege ganz im Innern verlaufen müssen. "Wir benutzen daher einen an-
deren, ebenfalls von Phillips eingeschlagenen \Veg, nämlich die Konstruktion 
des Vektorpotentials nach dem Biot-Savartschen Gesetz. Bekanntlich ist das 
Vektorpotential zu dem im unendlichen Raum quellenfreien Vektorfeld tl 
1 ' tl (r') , 'TI=4nvX~lr_r'ldT (2.19) 
woraus man durch einfaches Ausdifferenzieren das Biot-Samrtsche Gesetz 
erhält 
__ 1_ (" tl (r') X (r - r') , 
'TI - 4 n ~ 1 r _ r' 13 d T . (2.20) 
Die Integration hat sich über den ganzen Raum zu erstrecken. 
Ist ein quellenfreies Vektorfeld nur in einem endlichen Bereich definiert, 
und verschwindet seine Normalkomponente nicht an der ganzen Oberfläche, so 
hat man es quellenfrei in den Außenraum fortzusetzen oder, anschaulich aus-
gedrückt, die Stromröhren über das Außengebiet zu schließen. Dies kann, nach 
dem Vorschlag von Phillips, etwa durch quellen- und wirbelfreie Fortsetzung 
des Vektorfeldes ins Unendliche geschehen ([35J, S. 196); zweckmäßiger 
für die vorliegenden Probleme ist jedoch die (vgI. Anhang) stets mögliche Ein-
führung einer flächenhaft-singulären Schließungsströmung auf der Oberfläche; 
man braucht dann bei Verbiegung und topologischen Veränderungen nicht den 
ganzen Außenraum zu berücksichtigen. 
Die entsprechende Aufgabe für ein (1.3) genügendes Spannungsfeld, näm-
lich die Bestimmung des zugehörigen Spannungsfunktionentensors X, kann 
man durch zweimalige Anwendung von (2.20) lösen. Zunächst zerlegt mIm dazu 
':l: nach konstanten Rechtsvektoren und erhält durch Berechnung der Yektor-
potentiale der Linksvektoren nach (2.20) die unsymmetrische Spannungsfunk-
tion 1. Ordnung 
(2.21) 
und zwar im ganzen unendlichen Raum. Hat man bei dieser Rechnung für die 
Linksvektoren Schließungsströme auf der Oberfläche eingeführt, so springt 
dort der Spannungsfunktionentensor 1. Ordnung. Nun zerlegt man ihn nach 
:.! Wissenschaft!. Abhandl. XIT, 1960 
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konstanten Linksvektoren und berechnet die Vektorpotentiale für die neuen 
Rechtsvektoren, woraus man den symmetrischen Spannungsfunktionentensor 
(2. Ordnung) X erhält. Da jetzt nicht mehr weiterintegriert wird, darf man das 
Feld der Spannungsfunktionen an der Oberfläche abschneiden und im Außen-
gebiet gleich Null setzen. Beim Ausdifferenzieren führt diese Unstetigkeit an 
der Oberfläche auf einfache und doppelte singuläre Spannungsbelegungen, 
welclJ.\') sich anschaulich als der Spannungszustand einer den ganzen Bereich 
einhüllenden, unendlich dünnen Schale deuten lassen, die an Stelle der wegge-
fallenen Oberflächenkräfte den Spannungszustand im eingeschlossenen elasti-
schen Körper aufrechterhält. Der Lastspannungszustand des von der Bereichs-
oberfläche eingeschlossenen elastischen Körpers ist also durch den Eigenspan-
nungszustand des um die "Krustenhülle" erweiterten elastischen Körpers er-
setzt. Die Krustenhülle ist offenbar das elastische Analogon zu der singulären 
Oberflächenströmung in der Vektortheorie. 
Wenn es gelingt, den Spannungszustand der Krustenhülle oder irgendeinen 
statisch gleichwertigen Schalenspannungszustand unmittelbar zu berechnen, 
so läßt sich auch die Berechnung des Spannungsfunktionentensors in einem 
einzigen Integrationsschritt ausführen. Man setzt dazu an 
(:2.:22) 
mit der Nebenbedingung 
(:2.23) 
und erhält daraus die Gleichung 
(2.24) 
sofern ~ symmetrisch ist und im ganzen Raum (1.3) erfüllt, was durch Hinzu-
fügen des singulären Spannungszustandes der Krustenhülle erreicht werden 
kann. Man erhält die Lösung 
1 c ~(t) = - 8n1nk ~ Ir- r'I~(r')dT' (2.25) 
oder nach Ausdifferenzieren und einer im Anhang wiedergegebenen Umrechnung 
~(r) = - 81n ~ {Ir ~ t" (i! (r') - (JI (r') I) 
-Ir _1 r'1 3 (t - t') x I? (t') x (r - t') }dT' (2.26) 




Man kann die Krustenhülle als eine Art statisches Gegenbild der Schaefer-
schen Krustenschale [10] auffassen; die Kräfte und Momente auf Krusten-
schale und Krustenhülle sind entgegengesetzt gleich. Während aber bei der 
Krustenschale neben den gewöhnlichen Spannungen auch die asymmetrischen 
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Spannungen und die Momentenspannungen des allgemeinen Cosseratschen 
Kontinuums [21] zugelassen und sogar erforderlich sind, da anders die Krusten-
schale den wirklichen elastischen Körper i. allg. nicht ersetzen kann, sind bei 
der nachträglich hinzugefügten Krustenhülle wegen des Ansatzes (1.2) nur 
Beanspruchungsgrößen zugelassen, die durch singuläre Einfach- und Doppel-
belegungen mit symmetrischen Spannungen realisiert werden können. Im 
übrigen kann man die elastischen Eigenschaften der Krustenhülle beliebig an-
nehmen. An der Existenz solcher singulärer Spannungszustände besteht nach 
den Bemerkungen im Anschluß an (2.21) kein Zweifel. 
c) Zusammenfassung: 
Ein störungsfreies Spannungs- und Dehnungsfeld in einem einfach zusam-
menhängenden und einfach begrenzten räumlichen Bereich kann sowohl aus 
V erschie bungsfunktionen als auch aus Spannungsfunktionen abgeleitet werden, 
welche ihrerseits bis auf unwesentliche Anteile (starre Rotation bzw. Defor-
mator) eindeutig bestimmt sind. 
3. Verschiebungsfunktionen in mehrfach zusammenhängenden und mehrfach 
begrenzten Bereichen 
In diesem Abschnitt wird untersucht, 'wie weit die Eindeutigkeits- und Exi-
stenz beweise von § 2 für Verschiebungsfunktionen für allgemeinere Bereiche 
modifiziert werden müssen. Im wesentlichen wird dabei Bekanntes wiederholt: 
die Sätze sollen jedoch zur Gegenüberstellung mit den Eigenschaften der Span-
nungsfunktionen noch einmal zusammengestellt und teilweise auch nach an-
deren Gesichtspunkten gedeutet werden. 
Zunächst bleibt der Eindeutigkeitsbeweis (2.4) für den Verschiebungsvektor 
in bezug auf eine als Deformator vorgegebene elastische Dehnung unverändert 
bestehen, da auch hier wieder der Integrand verschwindet. Dagegen gilt der 
Eindeutigkeitsbeweis bezüglich des Randwertproblems nur noch für den Bei-
traguK der Oberflächenkräfte, wie sie entweder unmittelbar gegeben sind oder 
aus den vorgegebenen Verschiebungen an der Oberfläche bzw. der linearen Be-
ziehung (2.1 a) nachträglich bestimmt werden können. Denn selbst wenn sich 
die elastische Dehnung im ganzen störungsfreien Bereich formal nach (1.9) aus 
einem Vektorfeld u ableiten läßt, so braucht u doch nicht mehr die wirkliche 
Verschiebung zu sein, da seine räumliche Eindeutigkeit bei mehrfachem Zu-
sammenhang nicht mehr gewährleistet ist. Das folgt aus (2.i) und der Existenz 
von Umläufen ganz im Innengebiet, die sich von keiner einfach zusammen-
hängenden Fläche mehr überspannen lassen. ohne daß diese das Außengebiet 
durchsetzt. Dort aber braucht (1.10) nicht erfüllt zu sein; also muß auch b (t) 
nicht verschwinden. u (t) kann also mehrdeutig sein: über die Art dieser Mehr-
deutigkeit gibt eine einfache "Cmformung von (2.i) 
b (r) = S elf' '?l (r') X r' ...!.. r >< J[ d f' . ~ (r')] (3.1) 
Auskunft. Der erste Teil ergibt nach einem vollen Cmlauf den konstanten 
"Verschiebungssprung" des Volterraschen Distorsionszustandes 1. Art 
(gewöhnliche Versetzung), während der zweite die starre Drehung ("Dreh-
sprung") des Volterraschen Distorsionszustandes 2. Art wiedergibt, entsprechend 
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Der Verschiebungssprung stellt also das "Moment·" der Drehsprung dit: Humme 
aller die Fläche durchsetzenden Inkompatibilitätslinien dar; flie Auftpilullg des 
starren Bewegullgssprungs auf Verschiebung und Drehung kann nach den 
Regeln der Kinematik durch \Vahl des Koordinaten-Nullpunkh; mIer flur eh 
Einführung von r-t o an Stelle von t variiert werden. 
Natürlich ist eine mehrwertige Verschiebung nicht realisierbar, also physi-
kalisch sinnlos. Man löst den 'Widerspruch durch Einführung eiller Extradeh-
nung sQ , welche die elastische Dehnung ~ = ~E zu der aus einer wirkliehen, 
einwertigen Verschiebung uG herzuleitenden Gesamtrlehnung f'(; ergänzt 
[2,5,6,7]: 
s(; "= Der uG = BQ -1- sE • (3.2) 
- --
Die Extradehnung kann bei genauer Kenntnis der Vorgesehichte fks Mat.crials 
(plastische Verformung, ungleichmäßige Erwärmung, Magnetisierung, Elektri-
sierung) ihrer physikalischen Ursache und Bedeutung nach gen au angl'gP!ll'n 
werden*); da hier aber Spannung und elastische Dehnung allein intef('sHiPl'pn. 
darf sie auch formal aufgefaßt und willkürlich um einen ans einem einwortigen 
Vektorfeld abzuleitenden Deformator verändert werden, solange siel! nur ihr 
Verschiebungs- und Drehsprung gegen den der elastischen Dehnung weghebt, 
also für jeden Umlauf im ganzen störungsfreien Bereich gilt 
J d f' . ('7' x ~Q (r') X v') X (r' - r) + S d f' . rr (r') X (r' - r) 0 , (:l.3) 
wo die Integrale über eine vom Umlauf aufgespannte einfach zusammenhän-
gende Fläche zu erstrecken sind. 
Man löst nun an Stelle von (2.2) die Gleichung 
Div [~ .. (Def u - sQJ] = 0 (3.4) 
mit der Oberflächenbedingung (vgl. (2.2a)) 
n. [~ '. (Def u - ~Q) = ~o -p Q (t, r') . u (r') d!, (3Aa) 
u,nd zieht dann zur Bestimmung von ~E die Extradehnung sQ wieder ab. Am 
emfac~sten g~sch~eht dies, wenn man die Extradehnung überall gleich Null 
setzt bIS auf eme smguläre Fläche nach Abb.6, S. 11, wo sie nach Art einer Dirae-
schen Deltafunktion unendlich wird, und diese Fläche bei der Ableitung der 
G~~amt.dehnung ~us de~ Verschiebungsfeld ausspart. Denn bis auf die singuläre 
Flache 1st dann dIe elastIsche Dehnung mit der Gesamtdehnung identisch. 
Schafft man in (3.4) den Anteil 
bzw. 
q = - Div (~ .. ~Q) 
n = n.(~· .~Q) 
(3.5) 
(3.5a) 
a~ ~ie rechte Seite, S? läßt er sich als "innere Kraftdichte" auffassen [6] und an 
dIe Stelle von (2.2) tntt die inhomogene Differentialgleichung 
Div (~ .. Def u) = - q , (3.6) 
*) I. alI~. leistet die Extradehnung a~ch noch einen spannungsfreien Beitrag zur Ge-
samtverschrebung [2, 30, 31], der aber in diesem Zusammenhang nicht interessiert. 
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mit der Oberflächenbedingung 
n· (~ .. Def u) = S) + '1)0 - ~ C!. (r, r') . u (r') df' (3.6a) 
Da diese Beziehungen linear sind, läßt sich der Beitrag der Oberflächenkräfte 
vom Beitrag des Volterraschen Distorsionszustands zum Spannungs. und 
Dehnungsfeld trennen; ebenso ist auch die Auf teilung in ein Summations. 
problem im unendlichen Medium (inhomogene Differentialgleichung) und ein 
Randwertproblem (homogene Differentialgleichung mit Randbedingungen) 
stets möglich [2]. 
Unter Verwendung der inneren Kraftdichte haben Duhamel und Xeumann 
bereits um 1840 das vVärmespannungsproblem gelöst ([2], S. 58). Zieht man die 
Extradehnung auf eine singuläre Fläche zusammen, so entartet die innere 
Kraftdichte zu einer Doppelbelegung; mit Hilfe dieser Vorstellung hat Burgers 
[2, 8] das Spannungsfeld eines Versetzungsringes bestimmt. 
Durch mehrfache Begrenzung wird der Eindeutigkeitsbeweis bezüglich des 
Randwertproblems für die Verschiebung nicht beeinflußt, denn die Rand· 
bedingungen (2.2a) gelten auch an den Oberflächen der Hohlräume. Dasselbe gilt 
auch für den Beweis der räumlichen Eindeutigkeit, denn im einfach zusammen· 
hängenden Bereich läßt sich auch bei mehrfacher Begrenzung jede yon einem 
Umlauf berandete einfach zusammenhängende Fläche durch passende Defor· 
mation ganz in das Innengebiet verlegen. 
Das Analogon aus der Theorie der Vektorfelder ist offensichtlich das Poten· 
tial in einem mehrfach zusammenhängenden, quellen freien Bereich, wo die 
Löcher der Brezel von 'Virbelfäden durchzogen sein können. Die der Einfüh· 
rung einer singulären Extradehnung entsprechende Methode der magnetischen 
oder elektrischen Doppelschicht braucht hier nicht weiter ausgeführt zu werden. 
4. Spannungsfunktionen in einfach zusammenhängendrn, mehrfaeh begrenzt rn 
Bereichen 
Setzt man zunächst einmal die Existenz eines Spannungsfunktionentensors 
voraus, so lassen sich die Eindeutigkeitsbeweise aus § 2 um"erändert übernehmen: 
die Gleichungen (2.9) bis (2.18) gelten weiterhin für das Innengebiet und für 
jede einzelne Oberfläche, und der entscheidende topologische Beweisschritt, 
nämlich das Zusammenziehen der Integrationsumläufe auf einen Punkt, gilt 
wegen des einfachen Zusammenhangs für jede einzelne Oberfläche. Dagegen 
wird der Existenzbeweis durch die mehrfache Begrenzung gestört: eine Span. 
nungsfunktion existiert nur, wenn die Kräfte an jeder einzelnen Oberfläche im 
Gleichgewicht sind. Trotzdem läßt sich stets eine - allerdings nur mit gewissen 
Einschränkungen verwendbare - Ersatzlösung angeben. 'Vir betrachten zu· 
nächst den analogen Fall aus der Theorie der Vektorfelder. 
a) Yl'ktorpotl'ntial im IIll'hrfarh bl'grenzt4'n Bereich 
Die Aufstellung eines Vektorpotentials nach (2.20) - und damit wegen der 
bekannten Eindeutigkeit bis auf einen Gradienten die Aufstellung eines Vek. 
torpotentials überhaupt - ist nach § 2 nur dann möglich, wenn sich die Strom. 
röhren über den Außenraum schließen lassen. Befindet sich aber z. B. eine 
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Punkt quelle in einem Hohlraum, 80 ist diese Schließung über liell Al~ßenraum 
nicht mehr möglich: wenigstens eine singuläre Stromröhre muß elen w1l'bel- und 
quellenfreien Bereich durchstoßen. ., T 
Beispiele sind leicht anzugeben. In der Ebene fuhrt etwa das \ ektorpoten-
tial in Polarkoordinaten e, rp [15] 
'TI1 = rp f 
auf das Strömungsfeld der ebenen Punkt quelle 
1 
\.) = rot 'TI = - Co 1 1 [!-
(4.1) 
(4.2) 
in jedem beliebigen Ringgebiet um den Ursprung, mit Ausnahme t'iner T~'t'n­
nungslinie, in welche der zur Erhaltung der Einwertigkeit von ~l crfordprlIC.he 
Sprung von rp zu legen ist. Im Strömungs bild ist diese Trennungslilli~> als s~n­
guläre Stromröhre zu deuten, welche den Rückfluß der dureh das RmggeblPt 
hindurchgetretenen Flüssigkeit aufnimmt. Dasselbe Feld ist in räumliehen Zy-
linderkoordinaten e, rp, Z [15] zu deuten als Strömung einer Linipllquelle auf 
der z-Achse mit flächenhaft-singulärer Rückströmung. Ein andprps Vektor-
potential zum seI ben Strömungsvektor ist 
'TI~ = - ~ e'f (4.3) 
e 
Seine Singularität ist ein beiderseits aus dem Unendlichen kommender und auf 
den Nullpunkt zu dem Betrage nach linear abnehmender Wirhelfaden. Er stellt 
offensichtlich den Zufluß von den unendlich weit entfernten Zylinderenden dar, 
welcher sich zur Speisung der Linienquelle bis zur Mitte imUrsprung verbraucht. 
An diesem Beispiel zeigt sich die topologische Mehrdeutigkeit ebener Gebilde in 
räumlicher Betrachtung. Denn denkt man sich die Zylindprenden bpiderseits 
geschlossen, so hat man doppelte Begrenzung; denkt man sie beidersei.ts offen, 
so hat man doppelten Zusammenhang. Man könnte sich das räumliche Gebildp 
sogar als einen einfach zusammenhängenden und einfach begrenzten Körper 
vorstellen, indem man das eine Zylinderende schließt und das andere öffnet, 
doch ist diese Betrachtungswei.se praktisch ohne Bedeutung, zumal sie zu 
divergenten Vektorpotentialen führen würde. 
In räumlichen Kugelkoordinaten r, rp, {} [15] führt das Vektorpotential 
cotg {) Z 
'TI2 = ---e<f = -e'f 
r re 
auf das Strömungsfeld der räumlichen Punkt quelle 
1 
1)2 = 12 er 
(4.4) 
(4.5) 
in)edem Hohlkugelgebiet um den Ursprung (vgl. auch [35), Aufg. 13, S. 109). 
Die auszusparenden Singularitäten liegen auf der positiven und der negativen 
z-~chse, wie man aus der zweiten, aus Zylinder- und Kugelkoordinaten gP-
mIschten Form von (4.4) erkennt. Es sind singuläre Wirbelröhren verschiede-
nen Vorzeichens für das Vektorpotential, für den Strömungsvektor also singu-
läre Stromröhren, durch welche die Punktquelle gespeist wird. Beseitigt man 
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eine dieser ~Tirbelröhren zugunsten der anderen durch Addition eines Wirbel-
fadens längs der ganzen z-Achse, so liegt die Singularität des neuen Vektor-
potentials zu (4.5) 
cn~= (CO!g~ +})e9' (4.6) 
nur noch auf der positiven z-Achse. I. allg. muß zur Darstellung eines Gradienten 
in einem mehrfach begrenzten quellenfreien Bereich als Wirbel eines Vektor-
potentials der Bereich so oft durchbohrt werden, daß die yerschiedenen Ober-
flächen zu einer einzigen vereinigt werden. Durch die so geschaffenen Verbin-
dungsschläuche können dann die Stromröhren geschlossen werden, soweit das 
nicht schon innerhalb der Einzelflächen möglich ist. 
b) Spannungsfunktionen im mehrfach begrenzten Bereich 
Der nicht verschwindenden Ergiebigkeit der Quellen in einem Hohlraum in 
der Theorie der Vektorfelder entspricht in der Elastizitätstheorie eine resul-
tierende Dyname. Eine Darstellung durch Spannungsfunktionen ist nicht mög-
lich, wenn sich nicht jede einzelne Oberfläche des störungsfreien Bereiches 
für sich im Gleichgewicht befindet; andernfalls ergibt sich ein Widerspruch, 
wenn man die Gedankengänge von § 1 b auf eine einzelne Oberfläche anwendet. 
Und auch der Existenzbeweis (2.21-27) versagt, da sich der störungsfreie Be-
reich bei mehrfacher Begrenzung nicht mehr von einer zusammenhängenden 
Krustenhülle umgeben läßt, ohne daß dabei das Innengebiet durchstoßen wird. 
Die Aufstellung eines Spannungsfunktionentensors, aus dem nach (1.2) die 
wirkliche Spannung folgt, ist also dann, und im allgemeinen nur dann möglich, 
wenn man vorher aus dem störungsfreien Bereich nach § 1 d eine ausreichende 
Anzahl von Verbindungsschläuchen ausspart (ygI. Abb. 5, S. 11). Der Eindeutig-
keitsbeweis (2.11-18) gilt bei einfachem Zusammenhang unabhängig von der 
Begrenzungszahl, da sich die einzelnen Integrationsumläufe auf jeder Oberfläche 
auf einen Punkt zusammenziehen lassen; er wird erst durch mehrfachen Zu-
sammenhang gestört (vgl. § 5). Dagegen ist der Existenzbeweis von der Zu-
sammenhangszahl unabhängig. 
Um nun einen Spannungsfunktionentensor im durchbohrten störungsfreien 
Bereich zu finden, machen wir Gebrauch von der Möglichkeit, die gegebenen 
äußeren Kräfte zu ersetzen durch fiktive innere Kräfte [5, 6, 7.38]. also durch die 
Divergenzvektoren eines fiktiven Extraspannungsfeldes t!.K*. Diese fiktiven 
inneren Kräfte sind dann nicht in bezug auf die resultierende Gesamtspannung. 
wohl aber in Bezug auf die eintretende Verschiebung den wirklichen äußeren 
Kräften gleichwertig. Wir setzen dazu eine fiktiw Gleichgewichtsspannung an 
t!.G* = Ink.?;: (4.7) 
die mit der wirklich eintretenden Gesamtspannung '!.G verbunden ist durch die 
BC'ziehung 
a G* = a K * + a G . (4.8) 
- -
a G* wird dann nach den für Eigenspannungsprobleme entwickelten Methoden 
berechnet (vgI. §§ 7 und 8) und t!.K* anschließend wieder abgezogen. Das Last-
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spannungsproblem wird also durch ein fiktives Eigenspanllungsprobkm er-
setzt*). . . 
Nun gibt es zu jedem vorgegebenen Feld äußerer Kräf.te ~nendhch VIele 
fiktive Extraspannungsfelder; z. B. gehört dazu auch das wukhch. auftn:tend: 
Gesamtspannungsfeld f!G mit umgekehrtem V orzei~hen; de~' p~'aktJs(}:e \ mted 
dieser Hilfsgröße ist jedoch, bei guter LösbarkeIt des fiktIven }<,Igcnspan-
nungsproblems, daß man auch mit einfacheren Ten~orfelder~ auskom~t. Da 
wir uns im vorliegenden Fall nur für den störungsfreIen BereIch selhst mt:res-
sieren, genügt es zunächst sogar, wenn die fiktiven inne:en Kr~fte .nur.an ~('cler 
einzelnen Oberfläche dieselbe resultierende Dyname besitzen Wie dIe Wirklichen 
äußeren Kräfte, wenn also für jede einzelne Begrenzungsfläche 
(4.9) 
und (4,10) 
ist. Durch die fiktiven inneren Kräfte wird dann Gleichgewieht an jder ein-
zelnen Oberfläche hergestellt, und der Rest der Aufgabe läßt sich dann als 
Randwertproblem nach der Methode der SpannungsfunktiOlll'n erledigPll, Die 
für die Anwendungen bequemste Lösung von (4.9-10) erhält man dUf'eh Zu-
sammenziehen der fiktiven Extraspannung auf singuläre Linien, die man dalln 
bei der Spannungsberechnnng durch Differenzieren ausspart, ähnlich wie (lies 
in (4.1-6) mit der singulären Rückstromlinie geschehen ist. Die fiktive' Extra-
spannung wird also auf unendlich dünne Verbindungsschläuche zwischen den 
einzelnen Begrenzungsflächen beschränkt und ist im Spannungsfeld gar nicht 
mehr erkennbar, wenn man, wie üblich, seinen "\Vert an der Ausnahmestelle 
durch den Grenzwert bei der Annäherung aus der Umgebung ersetzt. ,Freilich 
treten die fiktiven Extraspannungen sofort wieder in Erscheinung, wenn man 
versucht, durch kontinuierliche Superposition solcher Lösungen wieder neue 
Lösungen zu konstruieren; will man dann die fiktive Extraspannung erneut auf 
singuläre Linien zusammenziehen, so erfordert dies die Lösung eines zusätz-
lichen Eigenspannungsproblems. 
'Will man also die Singularitäten des fiktiven Extraspannungsfeldes oder, 
was auf dasselbe herauskommt, die Singularitäten des fiktiven Gleichgewichts-
*) Die fiktiven Extraspannungen aK* dürfen nicht mit den von der Wärmedehnung, der 
)Iagnetostriktion, der plastischen Verlormung usw. herrührenden wirklichen Extraspan-
nungen~Q verwechselt werden, die durch aQ = - c .. gQ mit der Extradehnung cQ zusam-
menhängen und zusammen mit der dehnungswirksamen-Spannung aD die Gesamt spannung 
<!,G = ~Q + ~Dergeben [5,7]. Zur Einführung von cr K * und crG*bestandloc.cit. kein Anlaß, 
da nur Eigenspannungen betrachtet wurden, während hier wegen crQ = 0 im störungsfreien 
Bereich ~D mit ?!l identisch ist, also nicht besonders eingeführt zu \verden braucht. Man ver-
gl~ich~ dazll: auch das a:n and,erer Stelle [38] ausgeführte Beispiel einer waagerechten Platte 
mlt diffundierenden DilatatIOnszentren im Schwerefeld. 
T )1it Hilfe der fiktiv~n Extraspannung läßt sich auch das Lastspannungsproblem mit 
~ olumenkraften ~er T Spannungsfunktionsmethode zugänglich machen. Der bekannte 
:S,onderfall, daß die volumenkräfte aus einem Potential abgeleitet werden [27] zeichnet 
slCh dadurch aus, daß die Bestimmung eines fiktiven Extraspannungsfeldes ohne besondere 
Integration möglich ist. 
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spannungsfeldes untersuchen, so kann man dafür nicht mehr das ausgeglättete 
Spannungsfeld benutzen, sondern muß unmittelbar auf die Spannungsfunktionen 
zurückgehen. Man geht dabei ähnlich vor wie in der Theorie der Vektorfelder, 
wo man aus dem Grenzwert des Umlaufintegrals 
S=fdt·Q3 (4.11) 
beim Zusammenziehen des Umlaufs über der singulären Linie die Stärke der 
'Virbellinie des Vektorpotentials, d. h. also, der singulären Stromlinie des 
Strömungsvektors, bestimmt. An die Stelle von (4.11) treten in der ElaE-
tizitätstheorie die Grenzwerte der Integrale (1.5) und (1.6) von Pel·etti und 
Günther, deren Anwendung im Innern des elastischen Körpers sich durch das 
folgende Gedankenexperiment begründen läßt. 
~Wir knüpfen an die bekannte Definition der Gesamtspannung an, nach der 
(4.12) 
für jedes beliebige orientierte Flächenelement df eines Pfers irgendeiner be-
liebigen Schnittfläche im Innern des verspannten Körpers die Kraft ist, dip 
man an diesem Flächenelement anbringen muß, um den gegebenen Spannungs-
zustand aufrechtzuerhalten. Denken wir uns nun ganz im Innern einen solchen 
endlichen Schnitt wirklich ausgeführt und die zur Aufrechterhaltung des Span-
nungszustandes erforderlichen Kräfte an beiden Schnittufern angebracht 
(Abb. 7), so bedeutet dies nichts anderes als eine neue geschlossene Oberfläche 
Abb. 7. Zur Deutung der Spannungsfunktionen im Innern 
- - - - - - - - Schnittfiäche ---- Krustenschale bzw_ -hüne 
im Innern, deren Flächenbelastung die resultierende Dyname Xull besitzt.l\Ian 
könnte also die Kräftebelegung auch durch eine geschlossene Krustenhülle 
nach § 2b ersetzen; daß der umschlossene Hohlraum in diesem Fall unendlich 
dünn ist, spielt in diesem Zusammenhang keine Rolle. Setzen wir noch an die 
Stelle der Gesamtspannung die aus einem Spannungsfunktionentensor ableit-
bare fiktive Gleichge,,-ichtsspannung nach (4.7), so kann auch das gesamte um-
gebende Material nach Schaefer [10] durch die Krustenschale ersetzt werden, 
und die Voraussetzungen für die Anwendung der Peretf/:-Güntherschen rm-
laufintegrale (1.5-6) zur Berechnung der Kräfte und des l\Ioments auf das 
umschlossene Teilstück des Schnittufers sind gegeben. Zieht man die Inh'gra-
tionsumläufe über einem regulären Punkt yon aG* zusammen, so streben die 
Integrale gegen Null; beim Zusammenziehen über dem Durchstoßpunkt einer 
singulären Linie aber kann man aus dem Grenzwert der resultierenden Dyname 
Rückschlüsse auf die Art der fiktiven singulären Extraspannung ziehen. 
Beispiele dazu werden in den §§ 7 und 8 gegeben. 
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c) Ebene Probleme in räumlicher Betrachtung 
W · "ss n im Hinblick auf die Besonderheiten ebener ;';pannung,;- bzw. Ir mu e , I V b' 
Verzerrungsprobleme, noch besonders den !,,~ll betracht~n, d~ß (PI: 'pr. 1Il-
dungsschlauch nicht über einer singulären Llme, sonde:n u~er .(>me,: fungu.laren 
Fläche zusammengezogen wird, deren Begrenzung telh~:else Im l,nendhchen 
liegen kann. Wir betrachten zunächst Abb. 5, S. 11. Da ml~ Ausnahme (~:r vom 
Kurvenviereck ABCD aufgespannten singulären Fläche 1m g~nz:n storUl.lgs-
freien Bereich die Gleichung (2.10) gilt, kann man zu der hkbwll GleIch-
gewichtsspannung (4.7) nach dem Hookeschen Gesetz eine fiktive elastische 
Dehnung ~E* = ~ .. Ink ~ (4.13) 
berechnen, welche jedoch mit Ausnahme der singulären Fläche im ganzl:r: stö-
rungsfreien Bereich mit der tatsächlich auftretenden Gesamtdehnung ~(T Iden-
tisch sein muß, wenn nur die folgenden Voraussetzungen erfüllt sin<!: 
1. Die elastische Dehnung in der Oberfläche des plattgedrückten Vel'hindungs-
schlauchs muß beiderseits der singulären Fläche gleich sein; hierfür iHt es hei 
Stetigkeit der elastischen Konstanten hinreichend, wenn Ink & auf beiden 
Seiten denselben Grenzwert hat. Schließen wir dabei zunächst dcn Rand des 
KurvenvierecksABC Daus, so kann noch ein Volterrascher Distorsionszllstand 
übrigbleiben, d. h. es können noch Versetzungslinien 1. und :2. Art in der 
Berandung der singulären Fläche verlaufen. 
2. Selbstverständlich muß auch der Volterrasche Distorsionszustand ver-
schwinden, da anders die Voraussetzung einfachen Zusammenhangs des 
störungsfreien Bereichs nicht mehr erfüllt ist. Denn die beiden Teilstücke AB 
und CD der Berandung durchstoßen den ursprünglichen, einfach zusammen-
hängenden Bereich und machen ihn doppelt zusammenhängend. Bei Stetig-
keit der elastischen Konstanten machen sich aber Versetzungslinien an diesen 
Stellen durch unendlich hohe Grenzwerte der Spannung bemerkbar; liegt 
das Kurvenviereck also ganz im Endlichen, so genügt es in diesem Fall, die 
Stetigkeitsforderung für den Grenzwert von InkX auch auf den Rand 
auszudehnen. -
3. Dieses einfache Kriterium versagt jedoch, wenn der störungsfreie Bereich zu 
einem unendlich langen, beiderseits geschlossenen Schlauch entartet und die 
heiden Begrenzungslinien AB und CD nach beiden Seiten ins Unendliche 
abwandern. Dann lassen sich ihre Spannungsfelder nicht mehr an einer t'n-
stetigkeit im Endlichen nachweisen, und man hat nur noch die Möglichkeit, 
durch Integration nach (2.7) und (3.1) den vorhandenen Verschiebungs- und 
Drehsprung zu berechnen; d. h., man muß genau so vorgehen wie im Fall 
doppelten Zusammenhangs und den unendlich langen Schlauch als beider-
seits offen betrachten. Das heißt man kann jetzt zwischen mehrfachem Z usam-
menhang und mehrfacher Begrenzung nicht mehr unterscheiden. 
Das gilt besonders für ehe ne Probleme, wie schon im Anschluß an (4.3) be-
merkt wurde. Durch Einführung der von z unabhängigen Airyschen Span-
n.ungsfunkti~n erscheint der ebene Verzerrungszustand als Dehnungszustand 
emes unendlich langen Zylinders, und der ehene Spannungszustand läßt sich in 
derselben \Veise deuten, wenn man die elastischen Konstanten unter Verzicht 
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auf Isotropie derart abändert, daß die Spannungskomponente azz keine elasti-
sche Dehnung mehr hervorruft. Tatsächlich sind die Integralbedingungen für 
den lastfreien Rand eines ebenen Ringgebiets von Michell [16] auf Grund 
der Eindeutigkeitsforderung für die Verschiebungen aufgestellt worden. Daß 
sie außerdem nach Frager [17] als natürliche Randbedingungen des Varia-
tionsproblems auftreten, wird auch verständlich aus einem Satz von Colon-
netti [20] (vgI. [2], S. 62), nach dem sich die Energien der Eigenspannungen 
und der Lastspannungen unabhängig .. oneinander addieren. Der Ausschluß 
von Versetzungen bringt dann einfach den Eigenspannungsanteil der elasti-
schen Energie zum Verschwinden. 
Auch der Spannungszustand einer Platte läßt sich im Prinzip als Ausschnitt 
aus dem Spannungszustand eines unendlich langen Zylinders auffassen, aller-
dings wegen der nach außen über alle Grenzen wachsenden Biegespannungen 
nur unter allerlei reichlich gekünstelten Annahmen über Belastung und E-~o­
duI. Sinnvoller ist die Einführung der Platten-Spannungsfunktionen nach 
Schaefer [19] aus dem Sprung eines Nullspannungsfunktionenfeldes (d. h. 
eines Deformatorfeldes); danach beschränkt sich der wirksame Anteil des Span-
nungsfunktionenfeldes auf die singuläre Sprungfläche. Indem nun die Inte-
grationsumläufe über beide Seiten der singulären Fläche hinweggeführt werden 
([19], Abb. I), wird bei einem ebenen Ringgebiet zugunsten der Auffassung 
zweifachen Zusammenhangs entschieden, und derselben Auffassung entspricht 
auch Gleichung (25) bei Schaefer [18] für eine Platte mit einem unbelaste-
ten Rand. Dagegen läßt sich der nach [18] analoge Fall der Scheibe mit starrem 
Einschluß sowohl als ein Fall doppelten Zusammenhangs (vgI. § 5) wie auch 
doppelter Begrenzung auffassen. Die zweite Deutung drückt sich darin aus, 
daß jeder ~Weg oberhalb oder unterhalb der singulären Fläche verboten ist 
und ein \Yeg in der Fläche durch das Ringgebiet als Durchstoßung des Innen-
gebiets angesehen wird. 
5_ Spannungsfunktionen in mehrfach zusammenhängenden Bereichen 
Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, daß im mehrfach begrenzten 
störungsfreien Bereich die Aufstellung eines Spannungsfunktionentensors nicht 
immer möglich ist, während der Eindeutigkeitsbeweis durch die mehrfache Be-
grenzung nicht gestört wird. Umgekehrt wird der Existenzbeweis durch mehr-
fachen Zusammenhang nicht beeinflußt, da sich auch eine mehrfach zusammen-
hängende Oberfläche von einer geschlossenen Krustenhülle umgeben läßt (vgI. 
(2.21) ff.). Dagegen versagt der Eindeutigkeitsbeweis, weil der nach (2.14) ent-
scheidende Beweisschritt, nämlich die Zusammenziehung des Integrationsum-
laufs auf einen Punkt, bei mehrfachem Zusammenhang nicht immer möglich 
ist. Die nähere Untersuchung zeigt, daß dies, wie zu erwarten, an der Möglich-
keit des Auftretens Volterrascher Distorsionszustände liegt. Eine von Schaefer 
l18, 19,39] mehrfach untersuchte Analogie zwischen Xullspannungsfunktionen 
und Verzerrungen wird dabei ins Räumliche erweitert. 
a) Der Eindeutigkeitsbeweis bei mehrfachem Zusamml'nhaug 
Ein Blick auf (2.14) zeigt, daß in dem Vmlaufintegral der erzeugende Vektor 
~l- der Nullspannungsfunktionen und der Differenzvektor u - der Verschiebun-
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gen in genau derselben vVeise auftreten. vVir stellen daher dip anaJogPll Glei-
chungen für '2l ~ und U ~ noch einmal zusammen und beachtpn dah('i, daB w('gen 
des mehrfachen Zusammenhangs weder die räumliche Einwprtigkeit VOll '2l ~ 
noch die von u- vorausgesetzt werden darf, daß also u ~ nicht ml'hr unlwdingt 
eine physikalisch realisierbare, einwertige Verschiebung Hein muß. Dip Achse 
des Drehsprungs wird, statt wie bisher durch den Ursprung, durch d('n Punkt 
mit dem Ortsvektor I o gelegt. Dann gehört zu dem Verschi('bungsfPld 
t u~ (r) = S d r' . {~~ (r') + (~- (r') y v') y (r' - r) } 
t, 
der Verschiebungssprung nach einem vollen l;mlauf vom Schnittufpf 
Schnittufer 2 
mit 
bü = 5 d f' . (Ink ~~ (r')) x (r' - 1."0) 
und 






Legt man den Umlauf auf die Bereichsoberfläche, so verschwindeIl \\'pgl'n der 
Kompatibilitätsbedingung (1.10) die Ausdrücke (.5.2-5.4), wenn d('l' Cmlauf 
nach Abb. 8b das Innengebiet umschließt. Nur ein Umlauf nm !las Anlkngebiet 
nach Abb. 8c kann einen Vcrschiebungs- und Drehsprung liefprn. 
Entsprechend kann der Vektor 
t 
'2l- (t) = S dr' . {je (r') + Ce (r') X '7') x (r' - T)} 
c, -
(5.5) 
nach einem vollen Umlauf vom Schnittufer 1 zum t3chnittufer 2 um daH negative 
Moment bezüglich t 
- .M~ (t) = '2l~ - '2l1 = - Jfio - P- X (t - t o) 
spring~n, wobei nach Peretti [22] und Günther [13] 
Mo = - j' df'· (Ink X- (r')) x (t' - t o) 
das )loment bezüglich t o und 




die KI:~ft auf da~ vom Umlauf berandete Flächenstück ist. Sind die auf der 
?berflac~e ~ngrelfenden Kräfte im Gleichgewicht, so müssen (5.6-5.8) fiir 
Jeden .beliebIgen Spannungsfunktionentensor X auf einem durch kanonische Zer-
s~hneIdun~ [4] geb~ldeten Umlauf (vgI. Abb.-8a für den Torus) verschwinden, 
d
"enn :r dIe Oberflachenbelastung richtig wiedergibt*); erst recht gilt dies für 
en DIfferenztensor !( -. 
*) Im Falle mehrfacher Begrenzung h t m b f I Verbindungsschläuche a\ f e' f h B a an gege en,en als den Bereich vorher durch 
1 m ac e egrenzung zu redUZIeren. 
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Diese Ausdrücke verschwinden aber auch für einen Umlauf auf der Ober-
fläche um das Außengebiet (Abb. 8c). Denn schneidet man die Torusoberfläche 
in einem solchen Umlauf auf und überspannt ein Schnittufer mit einer einfach 





_.\.bb.8. Die Krustenschale des zweifaclt zusammenhängenden Bereichs 
a) Umlauf um die Oberfläche nach kanonischer Zerschneidung 
b) Umlauf um das Innengebiet 
c) Umlauf um das Außengebiet 
d) Ergänzung zur einfach berandetell Schale durch eine das Innere nicht zerschneidende 
Fläche (Querschnitt) 
ne Torusoberfläche zu einer einfach zusammenhängenden, vom anderen Schnitt-
ufer berandeten Fläche ergänzt, so liefert (5.6) bis auf das Vorzeichen auf die-
sem SchniUufer die resultierende Dyname aller Kräfte auf diese Fläche, also 
XulI. 2X- kann also nur auf einem Umlauf um das Innengebiet springen (Abb. 
8b); (5.6) gibt dann bis auf das Vorzeichen für eine Schnittfläche nach Abb. 6. 
S. 11 die Dyname wieder, die das im positiven Sinne umlaufene Schnittufer vom 
anderen Schnittufer erfährt. Bei höherer Zusammenhangszahl macht man die 
Brezel vorher durch geeignete Zerschneidung doppelt zusammenhängend und 
wendet denselben Schluß auf das übrigbleibende Loch an. 
Es entspricht also in dieser Analogie 
00 ~ - 5{0 und b- ~ - p- (5.9) 
Die Größen auf der linken Seite können nur für einen Umlauf um das Außenge-
biet, die Größen auf der rechten Seite nur für einen Umlauf um das Innengebiet 
von Null verschieden sein. 
Nun wird das Umlaufintegral (2.14) auf dem Rand der einfach zusammen-
hängenden Fläche ausgeführt, die man durch kanonische Zerschneidung [4] 
der mehrfach zusammenhängenden Bereichsoberfläche erhält, und zwar wie 
üblich im positiven Umlaufsinn, bei dem die umfahrene Fläche zur Linken liegt 
(Abb. 8a). Der ganze Umlauf läßt sich dann aus Doppelumläufen zusammen-
setzen, deren eine Hälfte das Innengebiet (Doppelumlauf A) und deren andere 
Hälfte das Außengebiet (Doppelumlauf B) umschließt. Die heiden Teilumläufe 
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eines Doppelumlaufs werden im entgegengesetzten Sinne durchlaufell : die Be-
zifferung der beiden Teilumläufe wird für jeden Doppelumlauf A so gewählt, 
daß der Umlauf von 1 nach 2 um das Außengebiet eine Rechtsschraube bildet 
mit dem Umlauf um das Innengebiet, der vom Teilumlauf 1 des Doppelumlaufs 
B zum Teilumlauf 2 führt (Abb. 8a). Bei höherer Zusammenhangs zahl werden 
die Doppelumläufe A und B paarweise einander zugeordnet derart, daß der 
Doppelumlauf A jeweils das Loch der Brezel durchstößt, das der zugehörige 
Doppelumlauf B umschließt. 
Der Beitrag eines Doppelumlaufs verschwindet sicher dann, wenn die Vek-
toren 121- und u - auf beiden Teilumläufen denselben Wert haben; nur wenn 
M- (t) bzw. 0- (t) nicht gleich Null sind, liefert er einen Beitrag zu (2.14). 
Beim Doppelumlauf A wird der Teilumlauf 1 im positiven, Teilumlauf 2 im 
negativen Sinne durchlaufen; da der Vektor ~- zwischen diesen beiden Ufern 
nicht springen kann, folgt beim Einsetzen in (2.14) mit (15.2) 
LA =} ~ dr· {- 2 (Def 121-)· ['7 X (u1 - U2)] + 2[Def(u]"- u2 )]. ('7 X 121-) 
+ ('7 X 121-) x ['7 x (u]" - u2) J } 
= ~~ d l'· {2 (Def 121-)· ('7 X b- (l') ) - 2 (Defb- (r))· ('7 x '2[-) 
- ('7 X 121-) x ('7 X b- (1')) } . (5.10) 
Beim Doppelumlauf B wird der Teilumlauf 2 im positiven, Teilumlauf 1 im 
negativen Sinne durchlaufen; da der Vektor u - zwischen diesen beiden Ufern 
nicht springen kann, folgt beim Einsetzen in (2.14) mit (5.6) 
LB = ~ ~ d l'· {- 2 [Def (1212 - 1211)] . ('7 X u-) + 2 (Def u-) . ['V x (1212 - '2[]")] 
+ ['V X (1212" - '2(1)] x ('V x u-)} 
1 J. -, 
= 8" 'j' dl'· {2 (DeLil{- (r)). ('V X u-) - 2 (Def u-)· ('V x jf- (r)) 
- ('V X jf- (1') ) X ('V X u-) } (5.11) 
~un liegt für alle Umläuf~ der Vekt?r dt sicher stets tangential zu jeder vom 
Umlauf aufgespannten Flache, also 1st nach (5.2) für Doppelumlauf A 
dr·Defb-(l')=O (5.12) 
und nach (5.6) für Doppelumlauf B 
dr.DefM-(r)=o 
und weiter für jede von Doppelumlauf A aufgespannte Fläche 
'V x b- (1') = 2 b-
und für jede von Doppelumlauf B aufgespannte Fläche 
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Einsetzen in (5.10) und (5.11) liefert für Doppelumlauf A 
(5.16) 
und für Doppelumlauf B 
1 J. ---+ ---+ LB = 8" 'f dr· { - 2 (Def u-), 2 P- - 2 P- x (v x U-)} 
1~ -> 1 ---+ 
= - -;- d r . v u- . P- = - - b- (r) . P-2 2 (5.17) 
wobei für r der Schnittpunkt der beiden Doppelumläufe zu wählen ist. Setzt 
man diesen noch gleich dem Momentenbezugspunkt t o, so wird aus (5.16) nach 
(5.6) 
(5.18) 
und aus (5.17) nach (5.2) 
B 1 -. L o = --P-b-2 0 (5.19) 
Ein gleichzeitiger Sprung von 2{ - und u - beim selben Umlauf kommt, wie 
schon gezeigt, nicht vor; er würde aber sowieso keinen Beitrag zum Integral 
liefern. Denn wegen (5.12-15) ergäbe sich dann 
1 J. -> L* = - 2" 'f d r· (P- x b-) = 0 (5.20) 
wegen der Konstanz des Integranden. Dasselbe führt man bei mehr als doppel-
tem Zusammenhang für sämtliche Löcher der Brezel aus. Bei kanonischer Zer-
schneidung [4] existiert stets ein allen Doppelumläufen gemeinsames t o. 
Die physikalische Deutung ist nun einfach: die Summe aller Li; + Lt bedeu-
tet bis auf das Vorzeichen nichts weiter als die beim Aufbau V olterrascher 
Distorsionszustände zu leistende Arbeit. Setzen "ir das Ergebnis in (2.11) ein 
so folgt 
= - ~ L CP;'-' bo}. + lio}.· bl ) -'- ~ ~ Ink r" ~ .. Ink[dT*)(5.21) 
A 
wo die Summe über alle Löcher der Brezel zu erstrecken ist. Die Gleichung be-
sagt, daß auch bei verschwindender Randbelastung an jedem Loch noch die 
*) Die mit fiktiven Extraspannungen behafteten Verbindungsschläuche in mehrfach 
begrenzten Bereichen (§ 4) sind bei der Volumenintegration auszulassen. 
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Eigenspannungen eines Volterraschen DistorsionszustandeH übrig bleiben 
können*). 
b) Das Randwertproblem bei mehrfachem Zusammenhang 
Eine Lösung, die sämtliche statischen Randbedingungen erfüllt, kann für 
jedes Loch der Brezel naeh (5.21) no eh die Eigenspannungen eines Vol!erra-
sehen Distorsionszustandes enthalten; sie muß also. daraufhin untersucht uhd 
nötigenfalls durch Hinzufügen eines geeigneten Eigenspannungsfeldes ~lIf d~n 
reinen Lastspannungszustand reduziert werden. Da es nun nieht mehr Wlt' beIm 
Eindeutigkeitsbeweis darauf ankommt, die ganze Oberfläehe deI' Brezel einmal 
zu umfahren, brauchen nicht mehr wie beim EindeutigkeitslJewcis sämtliche 
Umläufe durch einen Punkt zu gehen (kanonische Zerschneidung [41), und man 
kaim nun die beiden Umläufe vom Typ A und B an den einzelnen Löchern der 
Brezel unabhängig von den anderen Löchern konstruieren. \Vir benötigen im 
folgenden nur noch Einzelumläufe, die am selben Loch miteinander pille Ke('hts-
schraube bilden (vgI. Nebenskizze bei Abb. 8a). 
Nun sei eine Lösung des Randwertproblems in Form eines ~pannullgsf\lnk­
tionentensors Xl gefunden, die die Oberflächenbelastung richtig wie(lPrgiht. 
Dann stellt man etwa vorhandene Distorsionszustände fest, iIHlem man in 
die Cesarosche Formel (5.1) die zugehörige elastische Dehnung 8 .• Inki 
einsetzt und für jedes Loeh der Brezel über einen Umlauf um rlaR AuJ3;~ngebiet 
(Typ B) integriert, indem man also bildet 
b1 (1') = f dr' . {~(r')' . Ink t (1") + 
+ ((~ (r') .. Ink t (1") ) X V'] X (r' - T) } (5.22) 
wobei r ein Punkt des Umlaufs ist. Legt man auch noch 1: 0 auf den Umlauf, 80 
lassen sich daraus durch Vergleich mit (5.2-4) die Größen bIo und bl bestimmen**). 
Die Aufgabe, einen Eigenspannungszustand mit entgegengesetzt gleichem 
Verschiebungs- und Drehsprung zu bestimmen, läßt sich nun ebenfalls auf ein 
Randwertproblem mit Spannungsfunktionen zurückführen; man hat für die 
Randwerte Nullspannungsfunktionen mit dem erzeugenden Vektor 1l(1- einzu-
setzen, dessen Sprungeigenschaften auf einem Umlauf um das Innengebiet 
dureh t o (Typ A) an jedem Loch so zu bestimmen sind, daß 
(5.23) 
Dies kann im allgemeinen Fall so geschehen, daß man das Randwertproblem 
löst für irgend ein beliebiges im Außenraum definiertes Vektorfeld ~( mit un-
_ *) Der ph'ysikalisch~ I~halt. von (5.~1) ist sc~on aus der grundlegenden Arbeit von 
l olt~ rra. [43] bekannt_.N eu l.st Sel?e Verbmdung mIt der Theorie der Spannungsfunktionen. 
Im ubrigen ~mterscheldet SICh dw V olterrasche Arbeit nnr dadurch vom Standpunkt der 
m.o?ernen EIgenspannungstheorie, daß die Kompatibilität nicht ausdrücklich in die Defi-
mtlOn der !egl~lären Dehnung mit aufgenommen (1. c., S. 4(4), sondern offenbar als 
selbstverstandhch vorausgesetzt wird. 
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bestimmten Sprungvektoren Mound P auf einem Umlauf um das Innengebiet 
durch ro. Wegen der Linearität sämtlicher Gleichungen läßt sich diese allgemeine 
Lösung linear aus den Lösungen für zweimal drei linear unabhängige Kompo-
nenten der Sprungvektoren zusammensetzen. Wendet man dann (5.22) auf 
diese allgemeine Lösung an und zerlegt nach (5.2), so erhält man Verschiebungs-
und Drehsprung auf dem Umlauf B als Funktion der Sprungvektoren von 2{ 
auf dem zugehörigen Umlauf A, also eine lineare Beziehung 
bo = bo(Mo, P) 
b = b (Mo, P) (5.24) 
vVenn die Koeffizientendeterminante dieses Gleichungssystems nicht verschwin-
det, was in allen physikalisch sinnvollen Fällen vorausgesetzt werden darf, so 
läßt sich diese Beziehung umkehren 
Mo = Mo (bo, b) 
P= P(bo, b) (5.25) 
Einsetzen von (5.23) liefert dann das gesuchte Vektorfeld 2{1- und, da das 
Randwertproblem für die Komponenten von Mound P schon gelöst wurde, 
durch lineare Superposition der einzelnen Komponentenlösungen das Span-
nungsfunktionenfeld .t-, so daß 
~ = ~l + ~l- (5.26) 
die gesuchte, von den Eigenspannungen Volterrascher Distorsionszustände 
freie Lösung des Randwertproblems ist. Man kann dieses Verfahren als eine 
Erweiterung der von Prager [17] im Anschluß an seine GI. (14-16) gegebenen 
Lösungsmethode ins Dreidimensionale ansehen. Die Vertauschung von Außen-
und Innengebiet und der physikalischen Bedeutung von '2l und u entspricht 
der von Schaefer [18] formulierten Analogie Scheibe-Platte im Räumlichen. 
rnd zieht man die Torusoberfläche von Abb. 8 über einem singulären Kreis 
zusammen, den man anschließend auf unendlichen Radius erweitert, so wird 
die Beziehung zu der von Schaefer [39] untersuchten Spannungsfunktion des 
durch eine Dyname beanspruchten geraden Stabes offenbar. 
c) Die ~ullspannungsfunktionen bei speziellen Ansätzen 
Über den erzeugenden Vektor der Nullspannungsfunktionen 2{ sind bisher -
außer den vorgegebenen SprungsteIlen und den notwendigen Differenzierbar-
keitseigenschaften - keine weiteren Voraussetzungen gemacht worden. Das ist 
auch durchaus zulässig, wenn im Innenraum die Gleichung (2.10) unmittelbar 
gelöst und zur Spannungsberechnung (1.2) benutzt wird. Setzt man dagegen 
an die Stelle von (2.10) irgendeinen einfacheren Differentialausdruck, der nur 
bei gleichzeitiger Erfüllung einer Nebenbedingung oder bei einem speziellen 
Ansatz für X auch die Erfüllung von (2.10) garantiert, so sind i. allg. diese Ne-
benbedingungen auch für die Nullspannungsfunktionen zu beachten. Selbst-
verständlich kann man zu X nachträglich einen beliebigen, im ganzen Innen-
gebiet definierten Deformator addieren, sofern man zur Berechnung der Spannun-
gen die ursprüngliche Gleichung (1.2) benutzt; bei Vorgabe von Nebenbedin-
3 Wissenschaft!. Abhand!. XII. 1960 
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läßt sich aber InkX oft durch einfachere Differentialausdrücke ersetzen, gungen - . h . 1 .. N h die für einen beliebigen Deformator kemeswegs versc ,,:m( en musseIl. ~ oc 
wichtiger. ist der Fall mehrfach zusammenhängender n.ereIChe, ,,:enn der Defor-
mator mit mehrwertigem erzeugendem Vektor Il( zunachst nur Im Außenraum 
definiert ist und die daraus abgeleitete "Nullspannungsfunktion" nur im A~ßen­
gebiet wirklich auf die Spannung .Null.führt, im In~ern dagcgen del.1 EI~en­
spannungszustand Volterrascher DistorsIOnen beschreibt Ull(~ daher kem remer 
Deformator mehr sein kann. Dann muß der Deformator Im Außenraum so 
spezialisiert werden, daß er dureh Vermittlung der Randbedin?ungell an der 
Bereichsoberfläche zugleich auch die Einhaltung der Nebenbedmgungen bzw. 
des speziellen Ansatzes im ganzen Innenraum garantiert. 
Als Ersatz für (2.10) wird hauptsächlich im isotropen, homogenen Medium 
die Bipotentialgleichung verwendet. Wir führen im einzelnen an: 
1. Die Airysche Spannungsfunktion in der Ebene. Die Nebcnbe(lingungen 
bestehen hier darin, daß nur die zz-Komponente des Spannungsfunktionenten-
sors nicht verschwindet und außerdem von x und y allein abhängt. B(,kanllt-
lich sind die einzigen zugehörigen Nullspannungsfunktiollen lineare Funktionen 
von x und y; andere Deformatoren, die die Nebenbedingungen erfüllen, gibt es 
nicht. Zum Verhaltender Airyschen Spannungsfunktion in ebem>n Hingw'bietcu 
vgI. Prager [17]. 
2. Die Spannungsfunktionen der Platte nach Schaefer !IR, Hl]. Die 
Spannungsfunktionen W1 und W2 (und die Airysche Spannungsfunktion Wa) 
lassen sich nach Schaefer [19] für eine gewöhnliche (d. h. von C08semtschen 
Momentenspannungen senkrecht zur Plattenebene freien) Platte auffassen 
als Komponenten des von z unabhängigen erzeugenden Vektors eines Null-
spannungsfunktionenfeldes, das aber nur im oberen Halbraum definiert ist. 
Seine Fortsetzung in den unteren Halbraum wird zu Null gesetzt; deshalb ver-
schwinden die Inkompatibilitäten in der Grenzebene z = 0 nicht, sondern lie-
fern singuläre Einfach- und Doppelbelegungen, die dem Platten- und Scheiben-
spannungszustand entsprechen. Man kann diese Herleitung ansehen als Grenz-
fall von Abb. ll, S.42 die die Darstellung einer singulären Belastung in der 
Kurve (C) durch eine im Außenraum von (B) definierte Spannungsfunktion ~a 
wiedergibt, wenn die Fläche (F) zur Ebene z = 0 wird und (B) zur Scheibe 
bzw. Platte entartet. Eine singuläre Beanspruchung außerhalb der Kurve (C) 
wird wiedergegeben, wenn man den oberen Halbraum durch eine singuläre 
Kurve (D) ("Stange" [19]) doppelt zusammenhängend· macht und die ent-
sJ?rechenden Mehrwertigkeiten von Il( einführt [19]. Für Ringgebiete lassen sich 
die Betrachtungen dieses Abschnitts übertragen, wenn man den Grenzüber-
gang aus Abb. II mit mehrfach zusammenhängendem (B) ausführt (vgl. 
dazu [18]). W1 und W2 bei Lastfreiheit lassen sich bei isotropem, homogenem 
Plattenmaterial mit Hilfe der Analogie Scheibe-Platte aus einer biharmonischen 
Funktion herleiten [18, 19]. 
Über die zulässige Nullspannungsfunktion erhält man am raschesten Aus-
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Dann schreibt sich 
K = Def Ql (x, y) 0(0) (z) 
und man erhält durch Differenzieren 
(5.27) 
~=vxKXv 
= 0(2) (z) f X Def Ql X f 
+ 0(1) (z) (f X Def Ql X V + V x Def Ql x I) 
= 0(2) (z) Ix DefQl x f 
1 + O(l)(Z)' "2 (f X V Ql X V + Ql x V f x v) (5.28) 
Das erste Glied enthält die Biegemomente, das zweite Querkräfte und Schei-
benspannungen. Da sich in der zweiten Klammer beide Dyaden aus denselben 
Vektoren zusammensetzen, kann dieser Ausdruck nur für konstantes v X m 
verschwinden. D.h. es ist nur ein Vektorfeld m zulässig, das einer starren Ro-
tation entspricht ([18], GI. (24b». 
3. Die Kröner-Marguerresche Lösung im Raum [25, 12, 2]. ·Wir verwenden 
die Formulierung von Kröner ([2], (H. 18», der an Stelle des Spannungsfunk-
tionentensors einen daraus abgeleiteten Tensor 
{' = 2 ~ (K - m : 2 XI I ) (5.29) 
(G = Schubmodul, m = Querkontraktionszahl) 
benützt. Die Kröner-.Marguerresche Nebenbedingung bei Verwendung der 
Bipotentialgleichung lautet dann 
v'!:, = 0 (5.30) 
und wird mit Sicherheit gewährleistet, wenn man (5.30) als Randbedingung 
vorschreibt und durch die weitere Randbedingung 
~ 
n· V v·{' = 0 (5.31) 
ergänzt. (5.30) und (5.31) können, da sie homogen sind, auch an jeder einzelnen 
Oberfläche eines mehrfach begrenzten Bereiches vorgeschrieben werden*). 
Kröner ([2], (H. 23» gibt als vereinfachte Formel für die Spannungen an 
Stelle von (1.2) bei Gültigkeit von (5.30) 
~ = 2 G l L'; l' + m: 1 (v V YI - L'; i'rI)] (5.32) 
und schreibt diese Gleichungen außerdem noch in ZylinderkoordinatE'n an 
([2], § 32). Wie man leicht sieht, ist es für eine Nullspannungsfunktion 
KO = DefQl = 2G'L° (5.33) 
*) Man sieht dies z. B. ein, wenn man den Bereich dureh Anbohren auf einfache Be-
grenzung reduziert und den Durchmesser der Yerbindungs",chläuche gegen :x ull gehen läßt. 
Fiktive Extraspannungen im Yerbindungsschlauch (§ 4) bleiben dabei ohne Einfluß, da sie 
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hinreichend, wenn sich der erzeugende Vektor 
'21='1A +'1 xA (5.34) 
aus harmonischen Potentialen A und A ableiten läßt. Solche Potentiale genü-
gen auch zur Erzeugung jeder vorgeschriebenen räumlichen .Mehrwertig~eit. des 
Vektors 2!. Denn ist an irgendeiner einfach zusammenhängenden, zwemfngen 
Schnittfläche (vgl. (5.6» der Sprung 
- M("!;) = '212 - '211 = - 114 - p X (1: -1:0) U>·35) 
vorgegeben, so gibt man z. B. am Ufer 1 die Randwerte 0 und am Cfer 2 die 
Randwerte 
A = - !·Mo 
--> 1 -> 
A = 3" (1: - '0) X [P X (1: - '0)] (5.36) 
vor und löst das zugehörige harmonische Randwertproblem im unendlichen 
Außenraum der beiden Schnittufer. Die Nullspannungsfunktion (5.33) ist dann 
in der Schnittfläche stetig, wie man leicht aus dem Satz über gleichwertige 
Schnitte von Volterra ([43], Chap. IlI) ableitet. Denn die Poissonsche 
Gleichung ist nur ein Spezialfall der allgemeineren Gleichung, welcher die Ver-
schiebungen bei einer Volterraschen Distorsion genügen. Bei mehr als zwei-
fachem Zusammenhang sind die Lösungen für die verschiedenen Schnitt-
flächen zu überlagern. 
Zum Schluß geben wir noch die notwendigen und hinreichenden Bedingun-
gen für 2! an. Aus (5.30) und (5.32) erkennt man sofort, daß 2! harmonisch sein 
muß und div 2! höchstens eine Konstante sein darf. 
4. Der Schaefersche Ansatz im Raum (10, 11]. 
}Iit dem Ansatz [11] 
Z=~-EhI+.QI 
m 
ß.Q = m _ 1 (v . ~. v + ß eIl 
ß~ = 0*) (5.40) 
(m = Querkontraktionszahl) 
wurden von Schaefer (10] z. B. die Spannungsfunktionen zu den Problemen 
v~m B0U88ines~ und Cerutti .am Halbraum aufgestellt. Wir bevorzugen hier 
eme zur ErweIterung auf EIgenspannungsprobleme etwas günstigere, eben-
falls von Schaefer**) angegebene Form, die aus (5.40) durch die Substitution 
1 ~=P-2lJ1II bzw. :'E.=~-eII (5.41) 
*) ~I?,n be.achte ~i~ in "ye~chie~enen Arbeiten teilweise entgegengesetzte Vorzeichen-
konventIOn fur ;.;:. Sie Ist hier 1m Einklang mit [2] und [10], dagegen entgegengesetzt zu 
[Il] und [27]. 
**) münd\. ~Iitt. 
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hervorgeht. Man hat dann 
l,=p+.QI 
m 
"'- .Q = m _ 1 (V . Y!.. . V - "'- 1J!Il 
37 
"'-!p. = 0 . (5.42) 
Mit Hilfe einer identischen Umformung des Operators Ink (vgl. z. B. [12], GI. 
(10)) oder des von Schaefer [11] benutzten Operators 6 * erhält man daraus 
die Spannung 
~ = Ink K = Ink Y!.. - "'- .Q I + V V .Q 
1 
= - V v·!p. - Y!..' V V + V V 1J!I - m _ 1 v'p' V I + V v.Q (5.44) 
Für eine Nullspannungsfunktion 1J!0 muß dieser Ausdruck yerschwinden. Zu-
nächst muß sich eine solche Nullspannungsfunktion als Deformator darstellen 
lassen, denn andernfalls würde .Q nach (5.42) harmonisch, und die erste Glei-
chung (5.44) ergäbe einen Widerspruch. Wir setzen also an 
1fO= Def~ 
und erhalten aus (5.44) die Bedingungen 
I 
Ink K = - 6 Def ~ - m _ 1 "'- V . '2l I + V V Q = 0 
und mit der zweiten Gleichung (5.42) 
m-l-') -.) (Ink XlI = - --' -~ "'- V . ~ -'-- "'- Q = ---- "'- V . ~ = 0 






Es ist also für den erzeugenden Vektor der Nullspannungsfunktionen notwendig 
und hinreichend, daß sein Deformator harmonisch ist; d. h. man kommt im 
wesentlichen auf dieselben Kriterien wie bei den Kröner-JIarguerreschen 
Spannungsfunktionen. Zusätzlich muß nach (13.46) noch gefordert werden, 
daß .Q höchstens eine lineare Funktion in kartesischen Koordinaten sein darf. 
Praktisch wird man diese meist zu Null setzen. 
6. Ebene Ringgebiete mit resultierender Dyname an riner Brgrenzung 
Für zahlreiche Beispiele dieser Art hat Föppl [23] die Airysche Span-
nungsfunktion angegeben. Nach § 4 ist in solchen Fällen keine Darstellung 
durch Airysche Spannungsfunktionen möglich, ohne daß wenigstens auf einer 
singulären Linie ein fiktiver Eigenspannungszustand auftritt, welcher bei der 
Spannungsberechnung unterdrückt wird. Wir zeigen am einfachen Beispiel der 
Einzelkraft, daß sich dieser fiktive Eigenspannungszustand tatsächlich nach 
bekannten Methoden in der Spannungsfunktion selbst nachweisen läßt; pint' 
Ausdehnung auf verwickeltere Beispiele ist dann ohnp Schwierigkeiten möglich. 
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Die Airysche Spannungsfunktion erhält man bekanntlich d~rc~l Ein-
schränkung des Spannungsfunktionentensors auf eine von z unabhanglge zz-
Komponente, indem man setzt 
Xzz = - F (x, y) = - F (Q, ip); alle anderen Xii = 0 
oder unter Verwendung der Basisvektoren i, j, f 
:{ = -FU 
Dann ist in kartesischen Koordinaten 
(
'OF, 'OF ,) Zxv=fayt-
'Ox 1 
und in Zylinderkoordinaten mit den Basisvektoren ce, C~, f 
X X V = f (~ 'OF CO _ 'OF Cc,) 





Die 'Umläufe der Perettischen Linienintegrale (1.5-6) entarten zu unendlich 
langen Schleifen senkrecht auf der Spannungsebene ; in räumlicher Auffassung 
liefern sie also Kraft und Moment je Längeneinheit eines von zwei Parallelen 
zur z-Achse aufgespannten zylindrischen Streifens, in zweidimensionaler Auf-
fassung Kraft und Moment auf eine beliebige Verbindungslinie zwischen den 
beiden Durchstoßpunkten PI und P 2 • Man erhält in bekannter 'Weise in karte-
sischen Koordinaten 
Mo = { F (x2• Y2) - F (XI> Yl) 
(6.5) 
und 
p=g:lp2 - ~:lpJi-{~~\P2 - ~~lpJi (6.6) 
bzw. in Zylindel'koordinaten 
}[o = {F (122' f[:2) - F (gI' f[:I) 
'OF\ I 'OF\ 
- a;; p [122 - I!o COS (ff2 - 'Po)] - - -:;--- P 120 sin (f[:2 - ffo) 
- 2 122 u ip 2 
(6.7) 
. *) Die andpren Komponenten des Moments divergieren unbestimmt wegen der unend-
hehen Länge des zylindrischen Streüens_ Wir beziehen sie deshalb auf die Mittelebene" 
des unendlichen Zylinders und setzen dafür den "Cauchyschen Hauptwertll Xull ein. 
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und 
(6.8) 
An Randlinien wird, wie üblich, der Punkt rechts von der nach außen weisenden 
Normalen mit dem Index I versehen; an inneren Schnittlinien tritt an ihre 
Stelle die zum anderen Schnittufer weisende Normale. 
Die mathematisch einfachsten Hohlräume der Ebene sind in Überein-
stimmung mit Föppl [23], S. 94 - diejenigen, die man auf einen Punkt zu-
sammenziehen kann, also unendlich kleine Aussparungen um den Angriffspunkt 
von Einzelkräften, Doppelkräften mit und ohne Moment, singulären Drehmo-
menten usw., deren Spannungsfeld von Föppl mit Hilfe der Airyschen 
Spannungsfunktion bestimmt wurde. Gerade die Föpplsche Herleitung der 
Spannungsfunktion einer Einzelkraft in der Vollebene zeigt sehr anschaulich 
das Ineinandergreifen von mehrfachem Zusammenhang und mehrfacher Be-
grenzung in der Ebene (vgl. § 4c). Föppl geht von der Spannungsfunktion 
der Einzelkraft am Keil aus und zieht diesen zur geschlitzten Ebene auseinan-
der. Räumlich gesehen entspricht dies dem aufgeschnittenen Hohlzylinder, 
d. h. einem aus der Theorie der Einzelversetzungen [3, 43] bestens bekannten 
doppelt zusammenhängenden räumlichen Bereich mit Trennfläche. Tatsäch-
lich findet Föppl in diesem Bereich auch noch eine Stufenversetzung am 
Kraftangriffspunkt, deren Spannungsfeld abgezogen werden muß. So folgt 
schließlich für eine Einzelkraft K in der negativen x-Richtung am Ursprung 
(Abb. 9) die Spannungsfunktion 
K( m-l ) F=2n etpsintp- 2m elnecostp (6.9) 
Jetzt, nach Beseitigung der Versetzung, betrachten wir die an der Kraftangriffs-
steIle punktierte Vollebene als einen einfach zusammenhängenden, aber doppelt 
begrenzten Bereich und müssen demnach räumliche Einwertigkeit der Span-
nungsfunktion fordern. Für das zweite Glied von (6.9) ist diese ohne weiteres 
gewährleistet; im ersten Glied müssen wir aber den 'Winkel tp für jeden \Yert 
von e zwischen zwei höchstens um 2n auseinanderliegenden "'erten einschrän-
ken, wobei die Schranken zumindest stückweise differenzierbare Funktionen 
von e sein müssen. Das geschieht am einfachsten, wenn man den 'Winkel tp an 
einer stückweise glatten, jeden Kreis um 0 nur einmal schneidenden Kun-e um 
2n zurückspringen läßt; der Verbindungsschlauch (§ 4) ist also durch eine 
SprungsteIle von tp markiert. Im übrigen kann der Verbindungsschlauch im 
Gegensatz zu den räumlichen Beispielen der folgenden Abschnitte belil'big ge-
wählt werden: man könnte auch mehrere Verbindungsschläuche (Sprungstellen 
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Auch in den Ableitungen 
oF K {m-l } 
- = - tp sin tp - - (ln e + 1) cos tp 
oe 2n m 
1 iJF K { . m - 1 .} 
- - = -. - tp cos tp + sm tp + -? - e ln e sm tp e otp 2n ... m 
(6.10) 
tritt diese Singularität noch auf. Sie verschwindet erst in den an der singulären 
Stelle ausgeglätteten Spannungen [23]. 
Föppl zeigt nun die Erfüllung der Gleichgewichtsbedingun~ durch Inte-
gration über die Spannungen auf einem Kreis um den Kraf~angr~ffsp~nkt und 
findet als Resultierende aller aus der Umgebung auf das KreisgebIet wIrkenden 





Abb. 9. Die Einzelkraft in der Ebene 
muß, da die Sprungsingularität beim Differenzieren unterdrückt wurde ([23], 
§ 23, (15). Dagegen müßten die aus den Peretti-Güntherschen Integralen ab· 
geleiteten Gleichungen (6.7 -8) für einen geschlossenen Kreis Null ergeben, 
wenn die Airysche Spannungsfunktion samt ihren ersten Ableitungen stetig 
wäre (Abb. 9), denn dann müßten sich die Beiträge von PI und P 2 beim Zu-
sammenrücken auf dem Kreis wegheben. In Wirklichkeit erhält man endliche 
Grenzwerte, wenn man in Abb. 9 die Punkte PI und P2 auf die in den Strahl 
rp = ~ gelegte Singularität zusammenrücken läßt. 
Das Vorzeichen dieser Grenzwerte hängt davon ab, ob man sie als Rand-
punkte des gestrichelten Kreises (Abb. 9) oder des Schnittes über der singulä-
ren Linie auffaßt; im einen Fall erhält man die über den gestrichelten Kreis von 
der Umgebung auf sein Inneres ausgeübten Kräfte wie bei der Integration über 
die Spannungen nach Föppl (231, im anderen Fall die durch den Verbindungs-
schlauch zur Aufrechterhaltung der Einzelkraft am Ursprung übertragene Dy-
name. Die Numerierung von PI und P 2 in Abb. 9 entspricht der zweiten Auf-
fassung. Man erhält 
(6.11) 
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sowie nach (6.8) 
P = K (- cosfJ>eeo + sinfJ> e<l» = - K i (6.13) 
also die zur angreifenden Kraft statisch äquivalente Dyname. 
Der zugehörige fiktive Eigenspannungszustand (§ 4) ist besonders einfach 
zu deuten für fJ> = 0, also auf der Wirkungslinie der gegebenen Kraft, wo das 
Moment verschwindet. Die fiktive Extraspannung auf der singulären Linie, 
welche für die Spannungsfunktion die reale äußere Kraft ersetzt, entspricht 
dann einfachem Längsdruck. Man kann sie nach Art der z. B. von Eshelby 
[24] beschriebenen Zerschneidungsversuche etwa auf die folgende Art ent-
standen denken. Zuerst wird auf beiden Seiten der Singularitätslinie ein mäßig 
breiter Schlitz ausgeräumt (Abb. 10a). Nun wird das ganze Material mit Aus-
Abb. 10. Die fiktive Extraspannung zur Einzelkraft 
(Die elastische Yerformung außerhalb der Singularität ist unterdrückt) 
nahme des Streifens zwischen den Schlitzen bis zur völligen Starrheit versteift 
und dieser Streifen nach Abb. lOb durch einen von außen kommenden starren 
Stempel so weit zusammengepreßt, daß die ausgesägten Schlitze infolge der 
Querdehnung gerade ausgefüllt werden. In dieser Lage wird verschweißt. Die 
nun im Streifen herrschende Druckspannung ist gleich der fiktiven Extra-
spannung aK *. Löst man nun wieder die Erstarrung des übrigen Materials, w 
stellt sich dort derselbe Spannungszustand ein, als ob am Ende des singulären 
Streifens eine Kraft angreifen würde. Im singulären Streifen selbst aber über-
wiegt weiterhin die Druckspannung, und diese haben wir in (6.13) nachgewiesen. 
Ein ähnlich einfaches Ergebnis folgt für fJ> = n; in diesem Fall liegt die Sin-
gularität auf der negativen x-Achse, und an die Stelle des Drucks im singulären 
Streifen tritt jetzt Zug, so daß zum Ausgleich der Querkontraktion beiderseits 
Material nachgefüllt werden muß. Komplizierter wird die Singularität für alle 
übrigen fJ>-Werte. Zu der einfachen, konstanten Druck- oder Zugspannung 
kommen noch Schubspannungen und eine nach außen linear zunehmende Dop-
pelbelegung mit Zug- und Druckspannung, welche einerseits die durch die 
Schubspannungen bedingten inneren Kräfte auf der Oberfläche des Verbin-
dungsschlauchs weghebt, andererseits das Moment (6.12) liefert. Die fiktin' 
Extraspannung entspricht dann dem Spannungszustand eines dünnen Balkens, 
der außerdem noch zur Anpassung an kompliziertere Probleme beliebig ge-
krümmt werden darf. ~Wir werden das hier beschriebene Prinzip der Konstruk-
tion einer fiktiven Extraspannung in den nächsten Abschnitten zur Aufstellung 
des Spannungsfunktionentensors einer Einzelkraft im Raume verwenden. 
Ein zum Polarwinkel cp = arctg ; proportionales Glied tritt auch in den 
Spannungsfunktionen fJ>1 und fJ>2 der durch eine Dyname belasteten Platte von 
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Schaefer [19] auf. Eine Deutung der beschriebenen Art ist allerdings nicht 
ohne weiteres möglich, denn f]Jl und f]J2 sind als Komp~nent~n des erzeugenden 
Vektors der Nullspannungsfunktionen im Außenraum emgefuhrt ~n~ we~den --:-
im Gegensatz zur Airyschen Spannungsfunktion - erst nach MultIplikatIOn mIt 
!... Z2 zu Komponenten eines räumlichen Spannungsfunktionentensors im un-
? 
;ndlich langen Zylinder. Da diese Auffassung jedoch auf linear di.vergierende 
Spannungen im Unendlichen führt, ist sie zur räumlichen Darstellung der Platte 
wenig geeignet (vgl. § 4c). 
Schließt man sich dagegen der Auffassung von Schaefer [19] an, so 
wird die Spannungsfunktion durch (5.27) symbolisch dargestellt; sie besteht 
aus dem Produkt des Deformators mit einer Heavisideschen Sprungfunk-
tion und ist somit räumlich eindeutig. Der fiktive Eigenspannungszustand ist 
jetzt erst in dem durch die Stange (D) und die Fläche (F) ergänzten Körper (B) 
definiert (Abb.ll) und somit nicht mehr als rein ebenes Problem anzusehen."') 
Abb. 11. Das "Stangenrnodell" für eine Lastsingnlarität an der Oberfläche 
Auch die Airysche Spannungsfunktion läßt sich nach Schaefer [19) als eine 
Komponente des Vektors m in (5.27) auffassen; die hier benutzte Deutung 
als zz-Komponente eines Spannungsfunktionentensors ist aber einfacher und 
deshalb für topologische Betrachtungen vorzuziehen. 
7. D4:'r Kräner.Marguerresehe Spannungsfunktionentensor für die Einzel-
kraft im unendliehen Raum 
Bei diesem Problem ist der ganze unendliche Raum störungsfrei bis auf den 
Angriffspunkt der Kraft am Ursprung, um den ein unendlich kleiner Hohlraum 
vom störungsfreien Bereich auszunehmen ist. Der störungsfreie Bereich, der 
.. punktierte Raum", ist also zweifach begrenzt, und die Belastung an einer 
Begrenzung hat eine nicht verschwindende Resultierende, so daß nach § 4 
<lieses Lastspannungsproblem nicht unmittelbar mit Spannungsfunktionen ge-
löst werden kann. sondern durch ein gleichwertiges Eigenspannungsproblem zu 
ersetzen ist. Die zugehörige fiktive Extraspannung wird nach § 4 in einem sin-
gulären Verhindungsschlauch zum Kraftangriffspunkt untergebracht, und die 
:::ipannungsfunktion ist dann nur noch im "angebohrten Raum" gültig. 
*) Ygl. dazu :-;.34. Abs. 2. 
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Der einfachste fiktive Eigenspannungszustand für diesen Fall wird durch 
Abb. 10 verdeutlicht, wenn man die Figur nicht mehr als Abbild einer ebenen 
Anordnung, sondern als Querschnitt durch ein rotationssymmetrisches Gebilde 
auffaßt. Im übrigen erfolgt seine mechanische Herstellung genau wie im An-
schluß an (6.13) beschrieben. Der mathematische Aufbau geht in den folgenden 
Schritten vor sich (vgl. Abb. 10, S. 41): 
1. Aus dem Spannungsfunktionentensor eines Versetzungsrings nach Kröner 
[2] werden durch Grenzübergang die Spannungsfunktionen eines einfachen 
Verschiebungsdipols bestimmt. 
2. Aus den Spannungsfunktionen dreier aufeinander senkrechter Verschie-
bungsdipole wird der Spannungsfunktionentensor eines Dilatationszentrums 
aufgebaut. 
3. Der einfache Verschiebungsdipol und das Dilatationszentrum werden zu 
einem (inneren) Kräftedipol [2] kombiniert. 
4. Eine gleichmäßige Belegung der positiven z-Achse mit Kräftedipolen liefert 
das gesuchte Spannungsfunktionenfeld der Einzelkraft. Die Singularität des 
fiktiven Eigenspannungszustandes im Verbindungsschlauch wird mit Hilfe 
der Peretti-Güntherschen Integrale nachgewiesen. 
5. Durch Differenzieren kann man daraus schließlich auch das Spannungs-
funktionenfeld einer Doppelkraft mit Moment und höherer Singularitäten 
ableiten. Auch hier kann die Singularität im Verbindungsschlauch aus dem 
Grenzwert von Umlaufintegralen bestimmt werden. 
Der Ausschluß höherer Singularitäten (vgl. Sternbergllnd Eubanks [40]) 
\\ird für die Einzelkraft durch die Art des Grenzübergangs unter Ziff. 1 ge-
währleistet. Wir benützen die von Kröner ([2], § 32) angegebene Form des 
Kröner-1J1arguerreschen Spannungsfunktionentensors (5.29) in Zylinder-
koordinaten; die Übereinstimmung mit dem aus der Literatur bekannten 
und bei Treff tz [26] explizit ausgeschriebenen Spannungsfeld der Einzelkraft 
läßt sich mit Hilfe der von Kröner angegebenen Formeln ([2], im Anschluß 
an (V. 30")) ohne Schwierigkeiten nachprüfen. Wir führen die Schritte nun 
im einzelnen aus. 
I. Der Spannungsfunktionentensor eines Verschiebungsdipols. X. ach Kröne r 
([2], (11. 107)) ist der Kröner-JJfarguerresche SpannungsfunktlOnentensor 
(5.29) einer geschlossenen Versetzungsschleife 
Y = __ 1_ { b x v g; I r' - r I d r' }Svm 
- 8n 
(7.1) 
wobei r' den Orts vektor eines Punktes auf der Versetzungsschleife und b den 
Bllrgersvektor nach der Vorzeichenkonvention von Kröner [2] bedeutet. Für 
~ine kreisförmige Versetzungsschleife mit dem Halbmesser R um den ersprullg 
In der xy-Ebene und dem Bllrgersvektor 
b = b f (7.2) 
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ist insbesondere ([2], (V. 3S)) 
Y = - ~ {f X V pi r' - r I C<p' R dq/}8ym 
- Sn 
b 
= - Sn{f x v 1(12, ziep} (7.3) 
wobei nach Franz und Kröner ([41], (S)) 
1(12, z) = ~ R Vf!1' {2(1 - k2)K(k) - (2 - k2)E(k) }*) (7.4) 




= (R + I}? + Z2 (7.5) 
'Vir ziehen nun die Versetzungsschleife um den Ursprung zusammen. Dann 
strebt gleichzeitig mit Rauch k gegen Null und man erhält durch Entwicklung 
der elliptischen Integrale bis zur vierten Potenz in k ([42], S. 75) 
1(0 z)+nR21=F1. r= Vn2+z2 (7.6) 
",,' 'i' r ' ~ 
wo F die von der Versetzungsschleife umschlossene ebene Fläche ist. 
Damit folgt der Spannungsfunktionentensor eines zz-Verschiebungsdipols 
der Stärke bF 
bF 1 { Z2 } yZZ = - - eo Co + - e e 
_ Snr" r2'PP (7.7) 
Nach der Vorzeichenkonvention von Kröner [2] für den Burgersvektor aus 
dem "Gmlaufpaar in der Nebenskizze von Abb. Sa, S.29 folgt für positives bein 
Verschiebungsdipol, der durch Entfernen, und für negatives b ein Verschiebungs-
dipol, der durch Zufüllen von Material in der Versetzungsfläche erzeugt werden 
kann ("negativer" bzw. "positiver" Verschiebungsdipol). 
2. Der Spannungsfunktionentensor des Dilatationszentrums. Mit den Trans-
formationsformeln 
12* 2 = Z2 + 1}2 sin2 fJ! 
o sin fJ! 
cotgfJ!* = ~--
z 
x = 12 cos fJ! (7.S) 
erhält man die EinheitSYektoren eines Zylinderkoordinatensystems mit der 
x-Achse als Achse 
c • _ - 17 cotg q;* _ - ee z sin fJ! - ep z cos fJ! + ez e sin fJ! 
'f - Il7cotgq;*1 - Vz2+e2sin2rp (7.9) 
*) In ([2], (V. 39)) ist derVorfaktor inkorrekt, und die Gleichungen ([2], (V. 41)) sind 
I 
rechts noch mit -"2 zu multiplizieren. 
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und daraus durch die Substitution 
(sin er, cos er) 11 (cos er, - sin er) (7.10) 
die Einheitsvektoren ee**' e<f** eines Zylinderkoordinatensystems mit der 
y-Achse als Achse. Der Spannungsfunktionentensor des Dilatationszentrums 
folgt dann durch Addition 
Eine elementare, hier übergegangene Zwischenrechnung 
schreibweise mit der Koordinatenreihenfolge (2, er, Z 
(
1 + (22 0 
bF 1 r Z yd=__ 0 1 
- Sn r (2z 
r2 0 
~ erp e,,) (7.11) 
liefert in Matrix-
(7.12) 
Negatives b liefert ein positives, positives b ein negatives Dilatationszentrum 
("Kompressionszentrum"). Dieser Spannungsfunktionentensor stellt offenbar 
ein Gegenbeispiel dar zu der von Kröner ([2], S. 157) in vorläufiger Form 
ausgesprochenen Vermutung über Spannungszustände, die durch YQe und Y<f'f 
allein ausgedrückt werden können. Denn da nach den Eindeutigkeitssätzen der 
Bipotentialtheorie der Kröner-Marguerresche Spannungsfunktionentensor bis 
auf einen konstanten Anteil (d. h. bis auf konstante Komponenten in karte-
sischen Koordinaten) eindeutig bestimmt ist, können die übrigen Komponenten 
von (7.12) nicht zum Verschwinden gebracht werden. Die Krönersche Yer-
mutung trifft also nicht zu. 
3. Der Spannungsfunktionentensor des Kräftedipols. Der Verschiebungs-
dipol läßt sich nach Kröner ([2], (H. 151)) durch Grenzübergang aus einer 
Versetzungsschleife definieren durch den Tensor 
Q= -lim(Fibj) (7.13) 
welchen wir für die vorliegenden Probleme auf seinen symmetrischen Teil ein-
schränken können. Nach Kröner ([2], (lI. 153)) kann im homogenen ~Iedium 
an seine Stelle der (innere) Kräftedipol 
P = c' - Q (7.14) 
gesetzt werden, bei Isotropie wird daraus 
P = 2 G (Q + QI ~ ') 
- - m-2 









46 Georg Rieder 
was auf den Kräftedipol 
( A + 3B ) ~=2G AH+BI+ m-2 I 





Wir setzen nun nach (7.13) in (7.7) und (7.12) -bF = A bzw. -b~ = Bund 
addieren. Daraus folgt der Spannungsfunktionentensor des KräftedIpols (7.16) 
_1_(l_~ ° I (2Z1 
m+lr2 m+1 m+lr2 I 
o 
1 e Z 
m+17 
(7.20) 
4. Der Spannungsfunktionentensor der Einzelkraft. Eine zu (7.13) gleich.wer. 
tige Definition des Verschiebungsdipols bei Beschränkung auf symmetrIsche 
Tensoren folgt aus der Extradehnung ~Q [5,6,7,33,34] 
Q = lim \ BQ d T (7.21) 
- v---+o]-
(V) 
woraus sieh für den Kräftedipol nach [5], ([71, (1.5)) ei~e entsprechende Defini. 
tion aus der Extraspannung f!Q 
P ,= - lim \ aQ d T (7.22) 
- v.-?ol-
(V) 
herleiten läßt. Ersetzen wir nun in dem Eigenspannungszustand von Abb.l0, 
S.41 die Druck-Extraspannung im herausgeschnittenen Zylinder unter Vor· 
zeichenwechsel durch eine (fiktive) Zug-Extraspannung 
(7.23) 
in einem Zylinder der Grundfläche F um die positive z.Achse, so entspricht 
diese einer Belegung mit Kräftedipolen 
dP 
d- = - aK*F = - aFH (7.24) Z -
An der Grundfläche F in der xy-Ebene tritt dann die innere Kraft 
dP Kf=aFf=-f'~ dz (7.25) 
auf; die Einzelkraft der Größe K in der positiven z.Richtung kann also ersetzt 
werden durch eine Belegung der positiven z·Achse mit infinitesimalen fiktiven 
Kräftedipolen 
dP = -Kdz. (7.26) 
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Man hat nun mit Hilfe von (7.20) das Spannungsfunktionenfeld eines solchen 
Dipols an der Stelle z' der z-Achse auszurechnen und über die ganze positive 
z-Achse zu integrieren. Wir setzen also in (7.20) ein 
- K dz' für P 
z - z' für z 
r' = Ve2 + (z - Z')2 für r (7.27) 
und integrieren über alle positiven z'. Hierbei zeigt sich, daß das Integral von 
1 
-; logarithmisch divergiert. Nach den Formeln von Kröner ([2], S. 156) ist 
r 
es jedoch auch in Zylinderkoordinaten zulässig, beliebige Konstanten zu den 
Komponenten der Hauptdiagonale zu addieren; nur müssen diese Konstanten 
für Yee und Y",,,, gleich sein. Ein Blick auf (7.20) zeigt demnach, daß man 
00 00 
~ J- dz' ersetzen darf durch .\ (J- - z' ~ ~) dz' ; 
o 
bei den anderen Integralen sind jedoch auch die Konstanten wesentlich. Man 
erhält so mit 
00 
~ e2 z ---;a dz' = - + 1 r r 
o 
00 
\ e (z - z') dz' = _ R J r'3 r 
o 
(7.28) 
den Spannungsfunktionentensor der Einzelkraft K in der positiven z-Richtung 
in Zylinderkoordinaten 
1 (Z ) m 
_ -- - + 1 - --1 In (r - z) 
m+l r m+ 
o _1_fl 
m+ 1 r 
o 
__ 1_!!.. 
m+ 1 r 
o 
o 
_1_ (2 In (r - z) + !.) 
m+l r (7.29) 
wobei nur die Singularität auf der posit!ve~ z-Ach~~. (Verbindung.sschlauch) 
auszunehmen ist. Natürlich hätte man die Smgulantat auch auf eme andere 
Kurve legen können, doch ist der der Symmetrie des Problems angepaßte Ten-
sor (7.29) sicher die einfachste Lösung. 
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Zur Untersuchung der Singularität mit den Linienintegralen (lJi) und (1.6) 
benötigt man den Spannungsfunktionentensor X selbst; aus (7.29) folgt nach 
der von Kröner ([2], (H. 18)) angegebenen Umkehrung von (5.29) 
m + 2 2m (Z ) 
---ln(r-z)--- -+1 
m + 1 m 2 -1 r o 
_1_~1 
m + 1 r 
o m + 2 m (Z ) ---ln(r-z) --- --i- 1 
m+l m-l r o 
1 e lm + 1 r o -- --1 2 (Z ) m 2 - 1 r (7.30) 
'Vir wählen als Integrationsweg einen Kreis e, z = const. um die z·Achse. Dann 
kommen in den Linienintegralen nur die Komponenten der zweiten Zeile vor, 
und von diesen ist wiederum nur Xq;q; von Null verschieden. Und da der Inte-
grand von '{J nicht abhängt, folgt daraus sofort 
2:t 2n 
~dr·X= S ed'{Jeq;·X =.r edrpx'I''P(r,z)e'P~cO. 
- 0 - 0 
(7.:31 ) 
Weiter werden benötigt die Integrale 
2;'1' 
f dr·Z x V = S edrpeq;·(Xx v) (7,32) 
u -
und, mit t o = z f 
9" ~ (dr· & x v) X (r - ro) = j e drp ef[' (X>< v) '/ IJ ev o - (7.33) 




- .! oXe.z -l-. oXe" .! 
e orp , 0 z + '2 XlfZ 
I lObz, OX'I'<P 1 I-g- orp i-oz-g-Xe z 
l-~~X-=-: -l-. ~X!.': IJ orp , oz 
0Xee 0Xez 
-az--a-e 




und daraus nach Einsetzen von (7.30) 
C'I .(~ > v) = !!...{(- ~+ ~~)e 
- 8n . r m-Ir Q 
1 o(exz'l') 1 0Xze 
----+---
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Man folgert daraus sofort das Verschwinden von (7.33); es bleibt also nur noch 
der Beitrag von (7.32), und von der Dyname auf das dem Ursprung zugewandte 
Ufer einer kreisförmigen Schnittfläche durch die z-Aehse (Normale des Schnitt-
nf0rs ist + f) die rpsultierende Kraft nach (1.5) 
--> KI2 
P=gidr·Xxv=T[ ... jf (7.36) 
Zieht man nun den Kreisumfang über der positiven z-Aehse zusammpn, so er-
gibt sich für die einzelnen Glieder der eckigen Klammer 
I 'z ) ') 12" lim - (- + 1 =::. . lim --- = ::. 
Q----)oo 0 f! r e 'Q --)- 0 l' ()' - z) (! 
lim I2z = 0 
/,3 Q --)000 
(7.37) 
Beim Zusammenziehen über der negativen z-Achse vprschwinden allp Glieder. 
Somit folgt 
--+ { K f für z > 0 lim p~. 
Q .0 0 für z < 0 
(7.38) 
Die Deutung als Singularität eines fiktiven Eigenspannungszllstandes in Analo-
gie zu (6.12-13) und Abb. 9, S. 40 ist danach evident. 
5. Der Spannungsfunktionentensor einer Doppelkraft mit Moment. 'ViI' 
denk0n um; eine Kraft Kf im Ursprung und eine Kraft - Kf an dpr Stdle 
-b1=-ibl (7.39) 
angebracht; die Doppelkraft hat das Moment 
- K b lj = - JI j . (7.40) 
Die Spannungsfunktionen dieser Doppelkraft prhält man dann für r?>' b l' aus 
X·J1*j.= - ZK (r+ bl) + ZK(r) = - bl' V ~K (r) 
, 0 1 0 
= - r5/ (cQ eos Cf - Cq sin Cf)· (CQ 012 + (iCq or h/' (r) 
=bl -cosrp-+-smr-;-)xK (1') ( 
0 I. 0 \ . 
012 ' Q u rr, --' 
(7.41) 
Das Sternchen im Index soll daran erinnern, daß ps sich hier kpineswegs um 
eine reine Momentensingularität handelt; eine solche könnte man erst daraus 
gewinnen durch Addition eines zusammengesetzten Kräftedipols 
1'* = - ~ M K (f i -:-- if) (7.42) 
dessen Spannungsfunktionen sich wiederum gewinnen ließen ~lurc~ t'berlag:-
rung zweier einfacher Kräftedipole entgegengesetzten 'orzochens mIt 
K ., 
P = ± 2 01 in der 2. und 1. Mediane der zx-Ebene, also dureh 'Cberlagerung 
.j. \Vi:-:;:-;f'nsrhaftl. Ahhawll. xn. HHiO 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00047376
50 Georg Rieder 
zweier Tensoren vom Typ (7.20) nach Drehung um ± ~ um die y-Achse. Eine 
andere Möglichkeit, zu einer reinen Momentensingularität zu gelangen, besteht 
im Hinzufügen einer weiteren, um ~ um die y-Achse gedrehten Doppelkraft 
mit Moment (vgl. dazu in der Ebene [23J); dazu muß der Tensor (7.41) gedreht 
oder, wenn eine zweite singuläre Linie vermieden werden soll, ein neuer Span-
nungsfunktionentensor aus den Spannungsfunktionen der Einzelkraft in 
x-Richtung mit singulärem Verbindungsschlauch auf der positiven z-Achse 
aufgestellt werden. Wir verzichten auf diese Ergänzung und erhalten durch 
Ausrechnen von (7.41)*) 
x-J1*j = 
- (m + 2 Q 2 mez) 
cos q; m + 1 r (r - z) - m2-1 ?" sin q; m (Z ) ----+1 e m + 1 r 
1}! 
8;r ----+1 
sinq; m (Z ) 
Q m + 1 r (
'm + 2 e m QZ') 
cosq; m + 1 r (r-z) - m-l 7 
sin q; 1 
m+ 1 r 
cos q; Z2 
-m+lf3 
sin q; 1 
m+ 17 
2 COH q; e z 
m 2 -- 1 ?" 
(7.43) 
Zur Bestimmung der Umlaufintegrale (1.5) und (1.6) auf Kreisen um die 
z-Achse berechnet man zunächst (7.31). Aus (7.43) ergibt sich mit (7.37) nach 
kurzer Rechnung 
lim ~dt'X={~jfürz>o (7.44) 
e ~ 0 - 0 für z < 0 
Für die beiden Integrale (7.32-33) erhält man aus (7.34) und (7.37) 
lim Cq;' (X- JI - i X \7) = 
;r r m -1 ~ 14~'I1 cos q; (J2 m2 + 22 m - 2 + ~) tfür z > 0 Q-->-O - ]Jf I m 2 +m-1 
- 4n cos q; r2 m2 _ I fiür z < 0 (7.45) 
Inte~ration v.0r dem ~ndgültigen Grenzübergang zeigt dann, daß (7.32) ver-
schwmdet. Emsetzen m (7.33) gibt schließlich 
el~o S d t . (;{ x v) x (r - t o) = { ~ i für z > 0 
o fürz<O (7.46) 
Durch Addition nach (1.5) und (1.6) folgt das Ergebnis 
und 
lim p= 0 
Q~O (7.47) 
lim llf ~ - ur z > -->- { M)' f" 0 
e--+ 0 0 0 für z < 0 (7.48) 
*) Selbstverständlich .müssen dabei auch die Basisvektoren differenziert oder, was auf 
dasselbe herauskommt, die skalaren Komponenten kovariant abgeleitet werden. 
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Die singuläre Extraspannung im Verbindungsschlauch entspricht also ungefähr 
dem Spannllngszustand des Balkens unter konstantem Biegemoment. Über die 
Einzelheiten dieses singulären Spannungsverlaufs sind keine weiteren Aussagen 
möglich oder auch nur sinnvoll. Insbesondere läßt sich die Verteilung des Mo-
ments auf die Integrale (7.44) und (7.46) durch Hinzufügen eines Deformators 
zur Spannungsfunktion beliebig verändern; sie hängt also vom speziellen An-
satz für die Spannullgsfunktionen ab und hat darüber hinaus keine physikalische 
Bedeutung. 
8. Der Schaefersche Spannungsfunktionentensor für die Einzelkraft im 
unendlichen Raum 
Aus denselben Gründen wie in § 7 ist auch hier der wirkliche Lastspannungs-
zustand durch pillen fiktivpn Eigenspannungszustand zu prsetzen, den wir -
ebenfalls unter Ersatz der Druck-Extraspannung durch eine Zug-Extraspan-
nung - genau so wählen wie zu Anfang von § 7 beschrieben wurde. Cber die 
Lösung von Eigenspannungsproblemen mit Schae/erschen Spannungsfunktionen 
wurde bü;}wr nichts veröffentlicht, deshalb seien zunächst einige allgemeine 
Bemerkungen dazu vorausgeschickt. Bekanntlich (vgl. z. B. [2,5,7,21,30,31]) 
gilt bei Anwesenheit einer nicht durch elastische Spannungen veranlaßten 
Dehnung. einer ,;ag. Extradehnung ~Q die Gleichung 
(8.1) 
I/J kanll z. B. durch plastische Verformung, Erwärmung, Magnetostriktion usw. 
verursacht sein. Ferner gilt für die elastische Dehnung E}.E und die Gesamtspan-
nung :/1 das Hookesche Gesetz 
aG = c .. SE (8.2) 
- --
und für aG die Gleichgewichtsbedingung (1.3), die auch hier nach (1.2) durch 
Ableitung aus einem Spannungsfunktionentens~r identi~ch erfüllt werden kann. 
An die Stelle der Differentialgleichung (2.10) tntt aber Jetzt 
Ink (~ .. InkK) = 1] (8.3) 
mit 
1] = - Ink t:..Q (8.4) 
Nach Schae/er*) wird nun im isotropen Medium (8.3) identisch erfüllt, wenn 
man an Stelle von (5.42) setzt 
~=J'+.QI 
(8.5) 
*) Münd!. Mitt. 
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Den Beweis führen wir mit Hilfe der bekannten Entwicklung t!CH Operators 
Ink (vgl. z. B. [12], (10)) 
Ink ~ = ß ~ - v v . K - Z . v v + v . ~ . v I + v V XI - t, Xl I 
(Ink Zh = v . ~ . v - ß Xl (8.6) 
Anwendung auf die erste Gleichung (8.5) liefert 
I!.G = Ink ~ = Ink 11: + (v v - ß I) Q 
= _ 2G(eQ +~I) -2Defv'"IjJ ~ __ 1_ v '"IjJ' vI + V'V'"ljJl t- V'V' Q ~ m-l, ~ rn-I ~ (8.7) 
und 
eE = s.· InkX = _1 IInkv - _1_ (V' ''1.' V' - ß "T) T 1 ~ ~ ~ 2Gl "rn+l ~ t. 
1 
= - f:..Q + 2G (- 2 Def V' .?t' + v V' "ljJI + V' V' Q) (8.8) 
In der letzten Klammer steht ein reiner Deformator; somit ist die Erfüllung von 
(8.3) evident. Vergleich mit (8.1) liefert als Erweiterung Iler Sclwrofersehen 
Formeln ([111, (1.6)) und ([12J, (7.18)) auf den Fall der Eigenspannungell hiH 
auf eine starre Bewegung 
1 . 1 1 ) 
U = G ( - V' '1J! + 2 V' "ljJ1 + 2 v Q *) (8.!)) 
Xun setzen wir die fiktive Extraspannung aK* zur Kraft Kf als Liniensin· 
gularität auf der positiven z.Achse an; in symbolischer Schreibweise mit Distri· 
butionen ist dann in Zylinder. und in kartesischen Koordinaten 
I!K'=Ko(l)(x)o(l)(y)o(Ol(z) (g g g) 
o 0 1 (8.10) 
Die zugehörige fiktive Extradehnung EK* berechnet man daraus nach dem nega· 
tiwn Hookeschen Gesetz [5], ([7J, (11))) zu 
1 
rn + 1 
o (8.11) 
o 
Zur Bestimmung von?t' benötigt man also nach der dritten Gleichung (8.5) das 
Potential ["(tl der Einheits.Quellbelegung auf der positiven z·Achse; nach 
(7.28) leitet man dafür leicht ab 
U (1') = ~ In (r - z) (8.12) 4:7 
*) Die tbereillstimmung folgt sofort aus der Substitution (5.41). Wegen der gegenüber 
[12J abgl'ändertl'n Yorzeichenkonvl'ntion gilt ([llJ, (1,6) mit umgekehrtem Vorzeichen. 
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und findet 
1jJ = _Kln(l' _~(~I _~ 0) 
- 4n(m+I) 0 0 1~ (8.13) 
Zur Berechnung von Q benötigt man noch 
K{Z m-I } v '1jJ . v - D ljJr = - - - - D In (r - z) 
- 4n r3 m + 1 (8.14) 
und erhält damit aus der zweiten Gleichung (8.5), wie leicht nachzurechnen 
K{ m z m 1 Q=4- -~( l)-:---'-Iln(r-z)J' (8.15) n _ m- I m, 
Durch Zusammenfassen nach der ersten Gleichung (8.5) erhält man schließlich 
den Schae/ersehen Spannungsfunktionentensor der Einzelkraft im unendlichen 
Raum 
In (I' m z 
- z) - :2 (m - I) --;: 0 0 ] 
./, K 
- In (I' - z)- I}/ Z I z -- 4n 0 U 2(m -1)1' (8.16) 
m z I 0 0 
:2(m - 1) r J 
und zwar, da nur Hauptdiagonalglieder vorkommen, sowohl in Zylinder- als 
auch in kartesischen Koordinaten. 
Zur Untersuchung der Singularität hat man wieder die Integrale (7.31-33) 
zu berechnen. Man erkennt sofort, daß (7.31) verschwinden muß. ~Iit (7.34) folgt 
eq . (!i x v) 
K ( (1 m ri ), ((! JJI f! Z') } 
=4n(eQ--;:-2(m-l)r3 Tl r(r-z)-2(m-l)J.3, (8.17) 
Auch (7.33) verschwindet bei der Integration, unabhängig vom Grenzwert des 
Klammerinhalts von (8.17), und es bleibt nach (1.5) und (7.3:2) mit (7.:37) 
->- { K f für z :-> 0 
lim P = li m g; d r . .:{ .~ v ... ~ 0 für z __ . (I 
(I~O !!----+ü 
(8.18) 
Man erhält also wieder die Singularität (7.38), wie erwartet. Auf die Berechnung 
des Spannungsfunktionentensors der Doppelkraft sei hier verzichtet. 
'Vir sind mit dem Schae/erschen Ansatz wesentlich rascher zum Ziel 
gekommen als mit den Kröner-iWarguerreschen Spannungsfunktionen. Zum 
Teil liegt das natürlich daran, daß wir die Ergebnisse des vorigen Para-
graphen mitbenutzt haben, zum Teil aber auch daran, daß wir durch die 
beim Schae/ersehen Ansatz mögliche unmittelbare Yenvendung der Extra-
dehnung eine Integrationsstufe eingespart habeIl. Dieser .Yorteil k?mmt ü ?erall 
dort zur Geltung, wo die Extradehnung selbst gegeben Ist oder SIch - bIS auf 
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einen unwesentlichen Deformator - sehr leicht aus der : crsetzlll1gs(~il'hteint~­
grieren läßt_ Normalerweise dürfte aber bei gegebener' en;etzungs(l!cht: ~ (he 
Interrration in einem Zuge nach der yon Kröner angegebenen GleIchung 
([2],"'(II. 105» oder nach der leicht daraus abzuleitenden, wie (:2.20) und (2.26) 
über den ganzen unendlichen Raum zu erstreckenden Integralformel 
1 {\ t' - t } Sym 
{'=8n )~(r') x [t'_r\dr (8.19) 
rascher zum Ziele führen. 
Es hängt also ganz yon den Besonderheiten des Einzelfalles ab, wekhcll An-
satz man zweckmäßigerweise für die Spannungsfunktionen ycrwendet. 
Zusatz bei der Korrektur: Die Spannungsfunktionen (8.16) finden Hieh -
bis auf die andere Lage der Singularitäten und ein Versehen im Logarithmus -
bereits bei I ndenbom ([46], Gl. (17». Interessant ist auch der dort angegebene 
unsymmetrische Spannungsfunktionentensor 1. Ordnung ([46], Gl. (14-15». 
Seine Untersuchung mit den nach (2.21) den Peretti-Giintherschen Integralen 
(1.5-6) entsprechenden Formeln 
P = f clr . J!. (8.20) 
und 
(8.21) 
offenbart singuläre Eigenspannungen auf den sechs KoordiJlaten-Hal.~Jachse~, 
welche zu gleichen Teilen die Einzelkraft im Ursprung "tragen"'. "Uber dIe 
Bedeutung dieser Singularitäten für das von Indenbom untersuchte Problem 
der Einflußfunktion der Eigenspannungsquellen auf die Verschiebung soll an 
anderer Stelle berichtet werden (47]. 
9. Der Schaefersche Spannungsfllnktionentcnsor der Belastllngssingnlarität 
am Halbraum 
(Probleme von Bou88ine8q und Cerutti). 
Auf Grund differentiell-statischer Betrachtungen hat Schaefer (11] die 
Oberflächenbedingungen für den Spannungsfunktionentensor bei vorgegebener 
Oberflächenbelastung abgeleitet und danach speziell das Randwertproblem für 
eine allgemeine Belastungssingularität am Halbraum gelöst. Wir suchen das-
selbe Ziel auf einem anderen Wege zu erreichen, dessen Grundgedanken sich 
ebenfalls bei Schaefer an anderer Stelle (19] finden und dort zur Aufstel-
lung der Spannungsfunktionen des zweidimensionalen, ebenen Kontinuums 
benutzt werden (vgl. (5.27 -28»). Auch hier wird das Lastspannungsproblem 
durch ein fiktives Eigenspannungsproblem ersetzt; die fiktive Extraspannung 
liegt jetzt aber nicht mehr im untersuchten Bereich (B) in Abb. 11, S. 42, sondern 
in der aufgesetzten Stange (D) und der Fläche (F), welche Kräfte und Momente 
von einem Teil der Oberfläche von (B) zum anderen übertragen. Der singuläre 
Spannungszustand in der Stange wird nach (5.6) durch eine geeignete Mehr-
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Den von Schaefer behandelten Fall der Platte bzw. Scheibe erhält man 
durch Abflachung des Bereichs (B) und, bei der Einzeldyname, durch Aufbie-
gen der Stange zur Senkrechten auf der Plattenebene (§ 5c, 2.). Auch wir biegen 
für das vorliegende Problem die Stange in dieser Weise auf, ziehen jedoch den 
Bereich (B) zum unteren Halbraum auseinander. Bei Verwendung Schaeferscher 
Spannungsfunktionen muß die Nullspannungsfunktion (5.45) auch den 
dort hergeleiteten Nebenbedingungen genügen; wir verwenden hier die hin-
reichende Bedingung, daß der erzeugende Vektor m: harmonisch sein mnß*), 
also 
(9.1) 
Der Übergang zum Körperinnern wird dann nach (1.5) und (1.6) durch die 
"statischen Randbedingungen" (vgI. auch Fußnote S. 15. (2.11a-b')) 
n x X = n x Def '2{ (9.2) 
I----r I 'f 
n . v n x K x n = n- v n ;< Def '2{ \: tt (9.3) 
vermittelt; diese sind durch einen harmonischen Tensor 1J! und einen Skalar Q 
nach (5.42) zu erfüllen. -
a) Das Problem von Boussinesq am Halbraum 
Wir wählen in (5.6) als Bezugspunkt r o den-Angriffspunkt 0 der Kraft Kzf. 
Dann ist der geforderte Sprung bei einem Umlauf um die singuläre Stange in 
der z-Achse 
'2{2 - '2{1 = - K z (2 C", (9.4) 
Ein Vektorfeld, das diese Sprungbedingung erfüllt, ist 
, K z 
'2{ =-2n(2rp C'F (9.5) 
Es ist jedoch nicht harmonisch; vielmehr gilt 
K z ( 2 CQ) 6 '2{' = - 2 n - e (9.6) 
Nun ist ein einwertiges Vektorfeld zu bestimmen, das die rechte Seite von (9.6) 
gerade aufhebt; ein solches findet man in 
Kz 
'2{" = - 2n(2 In (2**) (9.7) 
*) Unter einem harmonischen Vektor sei hier ein Vektor mit.harmOlüs~h('n. Kon~po­
nenten in kartesischen Koordinaten verstanden. Quellen- und "Irbelfreiheit ,nrd mcht 
verlangt. 
**) Ein erzeugender Vektor dieser Form kö~te, wenn überhaupt, höch~tens. zu eir:er 
Spannungssingularität der Ordnung r 2 führen; eme solc~e 1st aber durch seme ~Imv.ertig­
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Ferner fücren wir zur Beseitigung einer überflüssigen Konstantpl\ im Ddol'mator 
'" noch hinzu 
und erhalten so das endgültige erzeugende Vektorfeld im Aul3pnraul1l 
K z I 
'2l = '2l' + '2l" + '2l'" = -.)~ fe Cf' C'r + e (ln'} - ) r~l 
~ ,0 
Dazu berechnen wir den Deformator 
Kz Xa = Def '2l = - .)~ In '2 (Cg Ca + e'l e'i) 
_ _.1(1 
und erhalten daraus die statischen Ralldbedingungen nach (H.:2) 
,1'"Oo_:~(~e I~~~l 
(Strich bedeutet "keine Randbedingung") und nach (H.a) 
~xl =_l{,(~ ~ =-l 






Die Randbedingungen (9.11) werden nun erfüllt durch den harmonischen 
Tensor 
mit unbestimmten 'ljJzz • Setzt man außerdem 




also gleich dem Produkt von z mit einer harmonischen Funktion, so ist auch die 





führt. Die im enendlichen weniger als linear zunehmende, harmonische Lösung 
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Es ergibt sich für das Problem von Boussinesq somit der Schae/ersehe 
Spannungsfunktionentensor 
~ 
-ln(r-~z)---'-=- 0 0 
r 
o z - In (I' - z) - - 0 
I' 
11/ - 2 z 
o 0 --ln(r~-z)--
m /' 
in Übereinstimmung mit dem Ergebnis von Schae/er [11]. 
(D.:W) 
Zusatz bei der Korrektur,' Derselbe Spannungsfunktionentensor wurde 
bis auf die Vertauschung von oberem und unterem Halbraum und ein Ver-
sehen im Logarithmus - kurz naeh Schaeter [I1J aueh yon Indenbom ([46J, 
GI. (19)) gefunden und zur Berechnung der Verschiebung der Oberfläche Im 
Spannungsfeld einer dazu Renkrechten Stufen versetzung henützt. 
b) Das Probh'lI\ VOll Cerutti alll HalbraulI\ 
Legt man den Bczugspunkt t 0 wieder in den Angriffspunkt 0 der Kraft mit 
(Ien Komponenten K x und K y , so muß bei einem Umlauf um die z-Achse der 
erzeugende Vcktor naeh (5.6) um 
.~pringen. Eincn solchen Sprung besitzt das Vektorfeld 
1'} r( l' n' 
'2l' z I{ (-- E . I },' ') _ '-' K f -' '-' K t 
=2;-,; ~ylT~rJ 2;-,; x '2;-,; y 
Es ist jedoch nicht harmonisch; ,-ielmchr gilt 
1('2:1'_ 2 1J _) 6~1'=-)- --.) Äxt----i-Ayt 
:...;-,; rF 12", 
Dies wird ausgeglkhcll durch das einwertige Vektorfeld 









~-- --:) \.r 
12- (In fJ 
~ 1) Kx q K y 
V ('2l' -I- '2l") ~ _1 xz K ~K (In 'J 1) K y ~- Cf 11,r ') X 2n - fJ2 Y (!" 
-I{ K y q K x 0 
(0.25) 
*) Die KomponentpnfunktionE'n 8ind von der Ail'yschen Spannungsfullktion der 
fitufenversetzung bekannt [3]. 
**) Vgl. Fußnote zu (9.i), S. 55. 
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Die aus dem symmetrischen Teil dieses Tensors abzuleitenden Randhedin. 
gungen führen für das harmonische 'f/Jxy = Xxy noch auf einen \\'iderHpruch. 
Denn einerseits müßte nun nach (9.2) Xxv auf dem Rande und damit im 
ganzen Halbraum verschwinden; andererseits verlangt die Randbedingung 
(9.3) mit (9.25) eine nicht verschwindende Normalableitung. Um diesen 
Widerspruch durch Nullsetzen der Normalableitung zu beseitigen, fügen wir 
einen weiteren Nullspannungsfunktionentensor hinzu mit dem harmonischen 
und einwertigen erzeugenden Vektor 
'2{'" = 2 ~ z In g (Kx i + K y j)*) (\).26) 
und zur Elimination überflüssiger Konstanten 
'2{"" = - 2~(xKx+ yKy)f (!l.26a) 
Zusammenfassung führt auf den Tensor der Nullspannungsfunktionen im 
Außenraum 
Xa = Def ('2{' + '2{" + '2{'" + '2{"") = 21 
- n 
und damit auf die Randbedingungen 




I ( 0 X = - 0 




I (xKx + yKY)2 0 g 
I o (xKx +yKY)2 
e 
i7 I I 
-X -i7z- Z~O - 2n 
Daraus folgt sofort 
o 
o 
- 2n o 'f/J=-I ( ~ 
K x In (r - z) K y In (r - z) 
und nach der zweiten Gleichung (5.42) 
Kxln(r - Z)) 
Kyln(r-z) 
2 n 'f/Jzz 
L..Q=~~(2K i72 In(r-z)+?K i72 In(;-z) i72 'f/J,") 
.2 nm - I x i7 x i7z - y --ayaz- + 2 n -az2 
----
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oder nach teilweisem Ausdifferenzieren 
D Q=~~~(2Kx--X-+?K --y- , ')n° 1pzz ) 
.2 nm - 1 oz r (r - z) - Y r (r - z) "' - ° z, (9.32) 
Andererseits werden die restlichen Randbedingungen erfüllt durch 
1 z 
Q = ~-(--) (x K x + y K y) (9.33) ;;nrr-z 
vVendet man darauf den Laplace-Operator an und ycrgleicht mit (9.32), 
so folgt 
021pzz .2 1 ° ( x "!I) 
--az2 = - m 2 n OZ K x r (r - z) -+- R y r (r - z) (!1.3t) 
1pzz ist danach nur bis auf das Produkt von z mit einer singularitätcnfreien 
harmonischen Funktion von x und y bestimmt; sollen jedoch die Spannungen 
im Unendlichen abklingen, so kann sie höchstens linear sein und ist damit, wie 
man leicht nachprüft, ohne Einfluß auf die Spannungen. vVir setzen sie also 
gleich Null und finden 
I I I TOT 0) 
1jhz = -2m.2n\Kxox+Kyoy (zln(1"-z)+r) 
I 1 r r (Z 1) 
=-.2m.2n(xR x +yR y) r(r-z)+r (fI.35) 
Damit läßt sich nun nach der ersten Gleichung (5.42) in Übereinstimmung mit 
Schaefer [11] der Spannungsfunktionentensor des Problems von Cerutti zu-
sammenstellen 




r r - Z) 
o 
Z 
(xKx + yKy) r(r _ z) 
Kxln(r-z) 
K y In (I' - z) 
Kxln(r-z) (
') m -1 ~ 1 1) 
Kyln(r-z) (xKx+ yKy) - 2 m r(r~z)·· 2 m r. 
(!J.36) 
Auf die entsprechenden Rechnungen für singuläre Momente [11] st'i hit'r vt'r-
zichtet. 
c) Ausblick 
Nach der beschriebenen Anwendung des fiktiven Eigenspannungszustandes 
im Außenraum auf singuläre Lastspannungsprobleme liegt der Gedanke einer 
Erweiterung auf kontinuierliche Lastverteilungen naht'. In der Tat kann man 
nun wenigstens beim Halbraum aus der Singularitätslösung rückwärts auf die 
Gleichungen ([lI], (3,22» von Schaeler schließen. Im allgemeinen Fall aber 
hätte man die Stange (D) in Abb. ll, S. 42 zu einem räumlichen Gebilde odt'r 
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gar zum vollen Außenraum auszuweiten; d. h. man käme auf ein z\\·cites 
Randwertproblem für den Außenraum. Der Erfolg dieses Verfahrcns !Jf'i singu-
lären Belastungen beruht eben auf der außerordentlichell Einfaehhf'it des 
"Randwertproblems" für die singuläre Stange. Im anclern Fall hättf' man die 
kontinuierliche Oberflächenbelastung in geeigneter "'eise als Gleichgewiehts-
spannung in den Außenraum fortzusetzen, dazu einen Spannungsfunktionen-
tensor Xa zu bestimmen und daran über Anschlußbcdingungen vom Typ 
(2.11a--=-b) an der Oberfläche das Spannungsfunktionenfeld des IllIwnraumes 
anzuschließen. Man darf erwarten, daß sich diese Aufgabe in vielen Fällen durch 
geeignete 'Vahl des fiktiven Eigenspannungszustandes im Außenraum sehr 
vereinfachen läßt; besonders übersichtlich ist auch hier das Beispiel des Halb-
raumes. Darüber soll an anderer Stelle ausführlich berichtet werden [47J. 
Anhang zu § 2 
a) Herleitllllg von (2.14) 
~Ian erhält durch Einsetzen von (2.11) und (2.13) in die linke ~t'it(' VOll (2.l4) und an· 
schließende mehrfache Anwendung der Proeluktregel und des ~atzes von 8fo/':"8 
q .. 
:nr··[elr X (~··Ink[) X \7] 
1 . -2~([ X \7)··[~··Ink[) X elfJ 
= ~~(\7'li-+~l-\7) .. (df X \7u- X \7) 
lf· 
- 8") (elr X \7 ~l- X \7) .. (\7 U- + U- \7) 
1 - I 't 
= 8" ~ (elf X v)· (\7 ~l- + ~l- \7). u- X \7) 
l[ . I 't 
- 8") (dr X \7). (\7 u- + u- \7). ('ll- X \7) 
~. -~ p elr· (\7 ~l- + ~l- \7) . (V' X U-) 
+~pdr.(\7U-+u-\7).(\7 X 'li-) 
,1\'. 't 'tl 
, 8". el r· (\7 :,< ~l-) (\7 X u-) . \7 
lf 't 't I 
- 8" J elf· (\7 X U-) (\7 X ~l-)· V 
lA:. 1 . ~- 8" 'Y eil"· ( ... ) + ~ p elr· ( ... ) + ~ \ df· {\7 X [(\7 /, ~l-) :.< (\I X tr)]} 
l,h . 
= 8':1"' elr· { - 2 (Def'li-). (\7 /: U-) + 2 (DefU-) . (v X ~[-) + (\7 X 'li-lx (\7 X U-)} 
also elie redlte ~eite von (2.14). 
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b) SehließuugsstroIll auf der Oberfläche (zu 2.20) 
'''ir setzen den Vektor der Oberflächenstromdichte an in der Form Qß X n. Damit er· 
fordert die Kontinuitätsbedingung für jedes Teilstück der Oberfläche 
und damit nach dem Stokesschen Satz 
Xun sei 
r = r (11, v. 1/) 
derart bestimmt, daß an der Oberfläche gilt 
1/=0 
~Ferner machpll wir für Qß den Ansatz 
\1n=n 






legen also die Richtung der Oberfläehenströmung senkrecht zu den Parameterlinien v = 
const. auf der Oberfläche fest. Dann läßt sich der v -Vektor auf der Oberfläche zerlegen 
([9J. § 22;')) 
v~ ~ -xn-+nx-- +n-1 (or 0 01' 0) 0 VEG-F2 ov ou ouot' on 
wobei wir noch das Spatprodukt der drei Basisvektoren 
[ 01' or n] = liEG _ F2 ou OV 
(2.20f) 
(2.20g) 
dureh die drei ersten Fundamentalgrößen E, F, G ([9J. § 48) der Oberfläche ausgedrückt 
h b or or h . .. I' I . t E' t . d' I' k Co • a en, was hier wegen Il 1. - , - 0 ne weIteres mog IC 1 IS '. mse zen III le m -e ,~eIte 01/ ov 
von (2.20 b) liefert nun 
\ - . ~ _ \ [ d f (0 r X n ~ + n X ~ ~ ') 1· Jr* ~ ~ (d r X v) Qß - J )/ E G _ F2 X 0 von 0 U 0 v 011 
\
' d I (01' 0 01' 0) _ or 
= • VE G-F2 ifvon - OllOU, . JJ* OU 
_\ dl ~{FolV*_EOJr*+Jr*(OF_OE)} 
-~VEG-F2 011 OV 01101', (2.20h) 
U:n die Ableitung nach u zu eliminieren, spezialisieren wir nu~. auf ein Orthogonalsystem 
nut F = 0 und erhalten durch Einführung der geodätIschen Krummung G, der Parameter-
linien v = const. ([9J, § 49) 
. (1 /E 0 Ir* . ~ ) j(dfx \1).Qß=jdl - la-----av+ 2JJ *lEG,) (2.:20i) 
.. Dies wird wieder in (2.20b) eingesetzt; da nun dies.e Gleichung für jedes beliebige 
Flachenstück gelten muß, dürfen wir die Integranden gleIchsetzen und kommen so wegen 
d f = n d I auf die gewöhnliche Differentialgleichung für Ir* 
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welche sich auf jeder einzelnen Stromlinie u = const. für jeweils willkürlich vorgegebene 
Anfangswerte durch eine Quadratur lösen läßt; die Abhängigkeit von u ist zunächst will-
kürlich. Besonders einfach wird diese Quadratur, wenn die Parameterlinien v ~ const. geo· 
dätische Linien sind, also das zweite Glied von (2.20k) verschwindet. 
Die Abhängigkeit der Oberflächenströmung von u ist sicher dann ohne Bedeutung, 
wenn sich sämtliche Stromlinien schneiden, d. h. also bei einem Polarkoordinatensystem 
mit zwei "Polen" auf der Oberfläche; dann wird man aber i. allg. auf die Benutzung geo· 
dätischer Linien verzichten müssen ([4J, S. 196). Eine andere Möglichkeit besteht darin, die 
Oberfläche stückweise mit geodätischen Parameterlinien v = const. zu überdecken ([45J, 
S. 102, 106); da dann jedoch die Ergiebigkeit der einzelnen Teilflächen nicht zn verschwin· 
den braucht, müssen in den Begrenzungen der Teilflächen noch linear singuläre Schließungs· 
ströme eingeführt werden. Dasselbe gilt für Rotationsflächen, wenn man die Stromlinien 
entlang den Breitenkreisen legt. Dann muß i. allg. eine singuläre Stromlinie anf einem 
Meridian als eine Art "Rückgrat" der Strömung noch für den Ausgleich zwischen den 
anderen, geschlossenen Stromlinien sorgen. 
c) Umrechnung von (2.21) in (2.26) 
Wir schreiben für die Umformung die Spannung als Dyadensumme [9J 
GG = QI. c:a. 
und verwenden die nach ([2J, (A.2)) leicht abzuleitende Hilfsformel 
(QI. X I X 'n.)kl = Gij E"im EI mj = Gij Ekim Ejlrn 
= - Gij (chi Oij - (Jjk (J1i) ,- Ca - GI Ih'l 
Dann folgt aus (2.25) 
1 \ r - r' ~ (r) = - 8 n J Ir _ r'l X ~ (r') X v d " 
1 \ r - r' 
= - 8 n J Q(. (r') x Ir _ r'l \1 x 'nv (r') <I,' 
(2.25a) 
(2.2Iib) 
= - ; n) {Ir ~ r'l Q(v (r') x I X c:av (r') - Qlv (r') X (r - r') I:-=-r~:3 x c:av (r')} d,' 
- 8 ~ Hlr ~ r'l (§'(r') - t7I (r') I) - Ir ~ r'1 3 (r - r') X ~ (r') X (r - r') } <I,' (2.2Iic) 
also die Formel (2.26). 
d) Herleitung von (2.7) 
Das zw~ite Glied der zweit.en Gleichung (2.6) zerfällt nach Anwendung der Produkt-
r:g,:l ~er Diffe;enhalrechnung m zwei Summanden, deren erster sofort der rechte Seite von (2. I) lIefert. "egen 
\1' (r' - r) = I (2.6a) 
~ann man nun den zw~iten Summanden na"h (2.25b) umformen, wenn man an Stelle 
~on ~ den un2ymmetnschen Tensor ~ (r') X \1' einsetzt. Da der erste Skalar dieses 
~ensors wegen der Symmetrie von /;. verschwindet, folgt nun, daß sich dieser zweite 
~~mmand gegen das erste Glied von (2.6) weghebt, womit (2.7) bewiesen ist. Umkehrung 
Gles.e
r
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Anhang zu § 5: Distributionen 




die l!eavisidesche Sprungfunktion. Dann läßt sich die DIRACsche ,j·Funktion als eine Art 
Ableitung von (5.27 a) auffassen ([2], § 9) 
,j(1) (z) = ! ,j(0) (,) 
(5.27b) 
und man kann formal zu "Distributionen" höherer Ordnung fortfahren nach der Rekur. 
sionsformel 
d 
,j(n+I) (z) = dz ,j(n) (z) (5.27c) 
Natürlich kann es sich dabei nicht um Differentiationen im üblichen Sinne handelw 
eine ausführliche analytische Begründung dieser nur formal der Differentiation entspre: 
?henden Rechenoperationen hat Schu·artz [28] gegeben. In vielen Fällen genügt es 
Jedoch, wenn man die Distributionen als Grenzfälle einer Schar differenzierbarer Funk· 
tionen auffaßt, also z. B. für die H eavisidesche Sprungfunktion zunächst Gaus8sche 
Fehlerintegrale verschiedenen Parameters einsetzt. In anderen Fällen können die Distri· 
butionen als formale Umschreibung der Umkehrung anderweitig definierter Integrale auf· 
gefaßt werden; in diesem Sinne repräsentiert dann z. B. im Raume i)(l) (z) eine Einfachbe· 
legung und (5(2) (z) eine Doppelbelegung der Ebene z = 0, wie diese aus der Potentialtheorie 
bekannt sind. Die Ausdrücke für Linien- und Punktsingularitäten lassen sich danach ohne 
Schwierigkeiten als Produkte von Distributionen verschiedener Veränderlicher darstellen; 
so bedeutet z. B. 
,j(1) (x _ a) ,j(1) (x - b) ,j(1) (x - c) (5.27d) 
eine Punktsingularität an der Stelle (a, b, e) nach Art der räumlichen iI·Funktion von 
Dirae. Weiter bedeutet 
,j(0) (F(t)) (5.27e) 
eine Funktion, die im Innern der Fläche 
F(t) = 0 (;3.27f) 
den Wert Null, im Äußeren den Wert Eins besitzt, und der Ausdruck 
\l ,j(0) (F (t)) = ,j(1) (F) \l F (fi.27g) 
eine. singuläre Belegung der Oberfläche mit senkrecht stehenden Vektoren. Insbesondere 
gewmnt man mit 
F (t) = n (t) mit Iv nl = 1 für n (t) = 0 (5.27h) 
eine Zuweilen zweckmäßige Darstellung des Normaleneinheitsvektors n. Vnd bildet man 
von dem Vektorfeld 
,j(0) (n) a (t) (.,).27i) 
formal die Divergenz 
V . [<5(11) (n) a (r)] = n· a (t) ,j(1) (n) + V . a (t) ,)(01 (n) (:"i.27j) 
so gibt das erste Glied der rechten Seite die singuläre Quelldichte auf der OberflächE' 
ri~htig wieder. Die letzten Beispiele zeigen allerdings ~uch, daß m~n die ".naive" Rechnung 
mit Distributionen nicht ohne weiteres auf krummlmige Koordinaten ubertragen kann; 
insbesondere muß man dann gegebenenfalls a!,~h überhöhere Ableitungen der Funktion 
n (t) auf der singulären Fläche in geeigneter WelSe verfugen. 
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